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Вступ

Розв’язування задач з параметром є одним з найбiльш складних роздiлiв
математики. При розв’язуваннi задач з параметрами необхiднi, крiм знань
про стандартнi методи розв’язання рiвнянь i нерiвностей, практичнi навички
й вмiння проводити розгалуженi логiчнi побудови, а також акуратнiсть i
уважнiсть, щоб не втратити розв’язкiв i не придбати зайвих. Це вимагає вiд
учня бiльш розвиненого логiчного мислення й математичної культури, але,
своєю чергою, проробка задач з параметрами сприяють розвитку зазначених
якостей. Результати монiторингу знань (ДПА, ЗНО та iншi) показують, що
учнi, якi володiють методами розв’язання задач iз параметрами, зазвичай
успiшно справляються й з iншими задачами.

Теоретичне вивчення багатьох процесiв i явищ часто приводить до
самих рiзних рiвнянь або нерiвностей, що мiстять параметри, i необхiдною
частиною їх розв’язання є дослiдження характеру процесу залежно
вiд значень параметрiв. Таким чином, задачi з параметрами можна
вважати невеликими дослiдницькими. Але часто виявляється, що випускник
середнього навчального закладу або взагалi не має уявлення про розв’язання
задач з параметрами, або губиться навiть у разi найпростiшого виду подiбних
задач, коли єдиним моментом, що ускладнює є розгалуження розв’язкiв i,
вiдповiдно, розгалуження вiдповiдi.

Усе вищезазначене дає пiдстави говорити про необхiднiсть спецiальної
пiдготовки студентiв вишу (випускникiв), подальша робота яких буде
пов’язана з педагогiчною дiяльнiстю у середнiх закладах освiти, а також
вiдповiдних знань потребують i вчетелi й викладачi сучасної середньої школи
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та лiцеїв. На наш авторський погляд, кожен педагог–математик повинен
сам усвiдомлювати, що випускнику середнього навчального закладу корисно
володiти рiзними методами розв’язання подiбних задач — аналiтичними i
графiчними, вмiти переводити словесну умову задачi в аналiтичну форму —
зводити її до розв’язування рiвнянь, нерiвностей та їх систем i сукупностей.
Важливо, щоб учнi вже на перших простих прикладах засвоїли, по-перше,
необхiднiсть акуратного поводження з параметром — фiксованим, але
невiдомим числом, зрозумiли, що воно має подвiйну природу (з одного боку,
це деяке число, з iншого боку, мiра свободи дiй з ним обмежується його
невiдомiстю); по-друге, що запис вiдповiдi iстотно вiдрiзняється вiд запису
вiдповiдей аналогiчних рiвнянь i нерiвностей без параметра.

Методично було б правильно кожен пройдений тип рiвнянь (нерiвностей)
завершувати задачами з використанням параметра. По-перше, учню важко
звикнути до параметра за два-три заняття — потрiбен час; по-друге,
використання подiбних задач покращує закрiплення пройденого матерiалу;
по-третє, воно сприяє розвитку його математичної i логiчної культури, а
також розвитку iнтересу до математики, оскiльки вiдкриває перед ним новi
методи i можливостi для самостiйного пошуку.

Пропонований посiбник логiчно структуровано, вiн мiстить роздiли та
пiдроздiли, кожний з яких присвячено окремiй темi. У посiбнику вмiщено
методичнi вказiвки до тем, приклади розв’язання типових задач, а також
завдання для самостiйної роботи, правильнiсть виконання яких можна
перевiрити за наведеними вiдповiдями.

Посiбник є першою частиною роботи авторiв i мiстить загальнi теоретичнi
вiдомостi, рiзнi методи розв’язування задач з параметрами з їх наочною
демонстрацiєю (вiзуалiзацiєю), а також детальний розгляд як типових, так i
нестадартних задач з параметрами для алгебраїчних рiвнянь та дослiдження
квадратичної функцiї. Саме цi роздiли займають великий обсяг в програмi
середньої школи i мають важливе значення на початку формування навичок
дослiдницької роботи учнiв.

Мета посiбника — допомогти учням старших класiв самостiйно оволодiти
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деякими прийомами розв’язання рiвнянь i нерiвностей з параметром, а
вчителям i викладачам — планомiрно органiзувати роботу за даною темою в
класi на уроцi або факультативних заняттях (вибiркових курсах).

Автори висловлюють подяку учням 10 - 11 класiв 2015-2018 рр. Малого
унiверситету регiонального навчально-методичного
центру монiторингу освiти навчально-методичного центру доунiверсiтетської
подготовки Днiпровського нацiонального унiверситету iменi Олеся Гончара,
в роботi з якими було апробовано даний посiбник.
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Роздiл 1

Загальнi теоретичнi
вiдомостi

Нехай задано рiвняння або нерiвнiсть з двома змiнними:

F (x, a) = 0 (G(x, a) ≥ 0 або G(x, a) > 0) (1.1)

Задача про розв’язання рiвняння (нерiвностi) (1.1) може бути
сформульована одним з двох способiв.

1. Знайти всi пари чисел (x, a), що задовольняють цьому рiвнянню
(нерiвностi). В цьому випадку вираз (1.1) називається рiвнянням
(нерiвнiстю) з двома змiнними x i a, в якому обидвi змiннi x i a грають
однакову роль.

2. Для кожного значення змiнної a з деякої числовї множини A розв’язати
рiвняння (нерiвнiсть) вiдносно x. Тодi вираз (1.1) називають рiвнянням
(нерiвнiстю) зi змiнною x i параметром a, а множину A — областю
змiни параметра a. При вiдсутностi обмежень пiд областю змiни
параметра розумiють множину всiх дiйсних чисел.

Якщо параметру, що мiститься в рiвняннi (нерiвностi), надати деяке
конкретне числове значення, то можливий один з випадкiв:
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• одержуємо рiвняння або нерiвнiсть з однiєю невiдомою x;

• одержуємо вираз, позбавлений змiсту.

У першому випадку значення параметра називається припустимим,
у другому — неприпустимим. Розв’язати рiвняння або нерiвнiсть з
параметром означає, що для кожного припустимого значення параметра
треба знайти множину всiх значень невiдомого, якi задовольняють рiвнянню
або нерiвностi. Слiд зазначити, що вираз (1.1) — це, по сутi, загальний
запис сiмейства рiвнянь (нерiвностей), якi утворюються з нього при заданих
значеннях параметра a. Тому розв’язати рiвняння (нерiвнiсть) (1.1) (зi
змiнною x i параметром a) означає, що на множинi дiйсних чисел треба
розв’язати сiмейство рiвнянь (нерiвностей), якi одержанi з (1.1) при всiх
припустимих значеннях параметра a.

Вiдзначимо, що при деяких множинах з припустимих значень параметра
a можуть утворюватися однi сiмейства рiвнянь (нерiвностей), при iнших —
iншi. Наприклад, рiвняння (нерiвнiсть) з квадратного (квадратичного) стає
лiнiйним: ax2 + bx + c = 0 — квадратне рiвняння при a 6= 0 (b, c — довiльнi)
стає лiнiйним bx+c = 0 при a = 0 (b 6= 0, c — довiльне). Тому для полегшення
розв’язвання зручно нанести на числову пряму значення параметра, якi
називають контрольними, при яких або при переходi через якi вiдбуваються
якiснi змiни рiвняння.

1.1. Алгоритм розв’язування рiвняння або

нерiвностi з параметром

При розв’язуваннi рiвняння (нерiвностi) (1.1) можна скористатися
наступним алгоритмом.

1. Визначаємо обмеження, що накладаються на значення невiдомого x i
параметра a, якi випливають з того, що функцiї i арифметичнi операцiї
в F (x, a) або G(x, a) мають змiст.
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2. Визначаємо формальнi розв’язки (1.1), що записуються без урахування
обмежень. Якщо при розв’язуваннi виникають контрольнi значення
параметра, то їх наносимо на числову вiсь Oa. Цi значення розбивають
область припустимих значень параметра на пiдмножини. На кожнiй з
пiдмножин розв’язуємо задане рiвняння.

3. Виключаємо тi значення параметра, при яких формальнi розв’язки не
задовольняють отриманим обмеженням.

4. На числову вiсь Oa додаємо значення параметра, знайденi в п.3. Для
кожного з промiжкiв на осi Oa записуємо всi одержанi розв’язки в
залежностi вiд значень параметра a. (У разi досить простих рiвнянь
цей пункт можна опустити).

5. Надаємо вiдповiдь, тобто записуємо розв’язки в залежностi вiд значень
параметра a.

Зауваження 1.1. Наявнiсть параметра в задачi передбачає спецiальну
форму запису вiдповiдi, що дозволяє встановити, якою є вiдповiдь для
будь-якого припустимого значення параметра. Неприпустимi значення також
вказуються у вiдповiдi, i вважається, що при цих значеннях параметра
задача не має розв’язку. При записi вiдповiдi зазвичай значення параметра
перелiчуються в порядку зростання вiд −∞ до +∞, але iнодi для
компактностi вiдповiдi об’єднують промiжки для параметра, на яких
формули розв’язку збiгаються.

Зауваження 1.2. У разi розгалуження розв’язку зручно
використовувати числову пряму Oa, на яку наносяться контрольнi значення
параметра, а на iнтервалах, на якi цi значення розбили пряму, вказуються
вiдповiдi задачi. Даний прийом дозволяє в подальшому не втратити знайденi
вiдповiдi i чiтко вказати значення параметра, яким вони вiдповiдають.

Продемонструємо сказане вище на прикладi.
Приклад 1. Розв’язати нерiвнiсть a(a− 2)x > 2− a.
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Розв’язання. Контрольнi значення параметра виходять з умови

a(a− 2) = 0,

оскiльки при a(a− 2) = 0 нерiвнiсть не мiстить змiнної x.
Нанесемо на числову вiсь Oa контрольнi значення. Вони розбивають вiсь

Oa на iнтервали (рис. 1.1):

1) a < 0; 2) 0 < a < 2; 3) a > 2.

На кожному з цих iнтервалiв розв’яжемо задану нерiвнiсть. Значення
a = 0 i a = 2 вимагають окремого розгляду.

Якщо a < 0, то a(a − 2) > 0. Роздiливши обидвi частини нерiвностi на

множник a(a− 2) 6= 0, отримаємо x > −1
a
.

Якщо 0 < a < 2, то a(a− 2) < 0, отже x < −1
a
.

Якщо a > 2, то a(a− 2) > 0 i x > −1
a
.

При a = 0 отримуємо нерiвнiсть 0 · x > 2, що не має розв’язкiв.
При a = 2 отримуємо 0 · x > 0, тобто розв’язкiв також немає.
Нанесемо вiдповiдi (рис. 1.1), що були одержанi в ходi розв’язування на

вiдповiднi iнтервали числової осi Oa i запишемо вiдповiдь.

Рис. 1.1

Зауваження 1.3. Iнтервал, до якого належить вiдповiдний розв’язок,
позначається на малюнку дугою. На її кiнцi ставиться стрiлочка в тому
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випадку, якщо цей розв’язок не належить до крайньої точки iнтервалу.
Вiдповiдь: якщо, a < 0 то x > −1

a
;

якщо 0 < a < 2, то x < −1
a
;

якщо a > 2, то x > −1
a
;

якщо a = 0 i a = 2, то розв’язкiв немає.

1.2. Аналiтичний i графiчний методи

порiвняння виразiв, що залежать вiд

параметра

При розв’язаннi рiвнянь (нерiвностей) з параметрами часто доводиться
порiвнювати декiлька виразiв, що залежать вiд параметра, знаходити серед
них найбiльше або найменше. Зазвичай застосовують аналiтичний метод,
тобто складають i розв’язують систему нерiвностей. У разi двох виразiв
досить розв’язати одну нерiвнiсть. Якщо ж виразiв бiльше, то краще
використовувати графiчний метод.

Приклад 2. Порiвняти числа a2 та 3a+ 4.
Розв’язання. Знайдемо значення параметра a, при яких число a2 бiльше

числа 3a+4. Для цього розв’яжемо нерiвнiсть a2 > 3a+4 або a2−3a−4 > 0. ЇЇ
розв’язок має вигляд a ∈ (−∞;−1)∪(4;+∞). При a = −1 i a = 4 виконується
рiвнiсть a2 = 3a+4, тобто числа рiвнi. Вiдповiдно, якщо a ∈ (−1; 4) число a2

менше числа 3a+ 4.
Вiдповiдь: якщо, a ∈ (−∞;−1) ∪ (4;+∞) то a2 > 3a+ 4;

якщо a = 1 або a = 4, то a2 = 3a+ 4;
якщо a ∈ (−1; 4), то a2 < 3a+ 4.

Приклад 3. Визначити найбiльше з чисел 1− a2, −2a− 7,
1 + a

3
,

a− 1 i
−(1 + a)

3
.

Розв’язання. Скористаємося графiчним методом. Для цього побудуємо
в системi координат Oax графiки функцiй x = 1 − a2, x = −2a − 7,
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x =
1 + a

3
, x = a− 1 i x =

−(1 + a)

3
(рис 1.2).

Рис. 1.2

Для кожного значення змiнної a, проводячи пряму a = const, визначаємо
ординати її точок перетину з побудованими графiками функцiй. З рис.
1.2 видно, що при фiксованому значеннi a, з чисел 1 − a2, −2a − 7,
1 + a

3
, a− 1 i

−(1 + a)

3
буде найбiльшим те, для якого ордината точки

перетину вiдповiдного графiка i прямої a = const буде найбiльшою (фактично
обираємо найвищi точки перетину графiкiв).

Точки −4, −1, 2

3
i 2 розбивають числову пряму на п’ять iнтервалiв.

На кожному з них записуємо вiдповiдь.
Зауваження 1.4. Шукане значення лежить на графiку функцiї

f(a) = max

{
1− a2, −2a− 7,

1 + a

3
, −1, −(1 + a)

3

}
.
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Графiк f(a) на рис. 1.2 зображений суцiльною лiнiєю.
Вiдповiдь: якщо, a ≤ −4 то найбiльше число дорiвнює −2a− 7;

якщо −4 < a ≤ −1, то −(1 + a)

3
;

якщо −1 < a ≤ 2

3
, то 1− a2;

якщо
2

3
< a ≤ 2, то

(1 + a)

3
;

якщо a > 2, то a− 1.

Приклад 4. Розв’язати систему нерiвностей

{
x2 − 5ax+ 6a2 ≤ 0,

x− a− 2 > 0.

Розв’язання. Коренями рiвняння x2 − 5ax + 6a2 = 0 є числа 2a i 3a.
Розв’язком першої нерiвностi системи є множина [x1;x2], де x1 = min{2a; 3a}
i x2 = max{2a; 3a}. Тобто [2a; 3a] при a ≥ 0 i [3a; 2a] при a < 0.

Розв’язком другої нерiвностi є множина (a+ 2;+∞).
Розв’язок системи являє собою перетин множин розв’язкiв першого та

другого нерiвностей.

Рис. 1.3
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Для порiвняння чисел 2a, 3a i a + 2 скористаємося графiчним способом,
дiючи аналогiчно до попереднього прикладу (рис. 1.3).

Рис. 1.4

На рис. 1.4 видно, якщо a < 1, то a+ 2 > 2a > 3a, i при a = 1 матимемо
a + 2 = 3a > 2a, i, як наслiдок, якщо a ≤ 1, то система не має розв’язкiв;
якщо 1 < a < 2, то 2a < a + 2 < 3a i x ∈ (a + 2; 3a] — розв’язок системи;
якщо a = 2, то 3a > a+ 2 = 2a i x ∈ (2a; 3a]; якщо a > 2, то a+ 2 < 2a < 3a

i x ∈ [2a; 3a].
Вiдповiдь: якщо, a ≤ 1, то система не має розв’язкiв;

якщо 1 < a < 2, то x ∈ (a+ 2; 3a];
якщо a = 2, то x ∈ (2a; 3a];
якщо a > 2, то x ∈ [2a; 3a].

1.3. Рiвносильнi рiвняння та нерiвностi

Означення 1.1. Два рiвняння f1(x, a) = g1(x, a) i f2(x, a) = g2(x, a)

називаються рiвносильними (еквiвалентними), якщо вони мають одну i
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ту ж множину розв’язкiв. В цьому випадку пишуть

f1(x, a) = g1(x, a) ⇐⇒ f2(x, a) = g2(x, a).

Означення 1.2. Якщо всi коренi рiвняння f1(x, a) = g1(x, a) є коренями
f2(x, a) = g2(x, a), але при цьому ОДЗ рiвнянь не спiвпадають, то друге
рiвняння називають наслiдком першого. В цьому випадку пишуть

f1(x, a) = g1(x, a) =⇒ f2(x, a) = g2(x, a).

Означення 1.3. Рiвняння рiвносильнi на деякiй множинi значень
змiнної x, якщо вони мають однi й тi ж розв’язки, що належать цiй
множинi.

При розв’язуваннi рiвнянь в основному використовують два способи. У
першому випадку, виконуючи деякi перетворення, здiйснюють перехiд вiд
вихiдного рiвняння до рiвносильного, поки рiвняння не прийме бiльш простий
вигляд. Другий спосiб полягає в замiнi вихiдного рiвняння його наслiдком
(таке перетворення може бути зроблено кiлька разiв). Оскiльки в такий
спосiб можна набути стороннi коренi, то на останньому етапi розв’язування
необхiдно виконати перевiрку отриманих розв’язкiв. Це не складно зробити
в разi рiвнянь без параметра, однак при наявностi параметра перевiрка стає
iнодi дуже складною. В цьому випадку еквiвалентнiсть досягається завдяки
використанню умов, що визначають ОДЗ: вихiдне рiвняння замiнюють
рiвносильною системою, що складається зi знову отриманого рiвняння i умов,
що визначають ОДЗ. Цей прийом дозволяє вiдразу вiдкинути зайвi коренi.

До загальних методiв розв’язування рiвнянь всiх типiв (рацiональних,
iррацiональних, тригонометричних,
показникових i логарифмiчних) належать такi: розкладання на множники;
замiна змiнної; використання властивостей обмеженостi або монотонностi
функцiй; графiчний метод.
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Приклад 5. При яких значеннях параметра a рiвняння

x2 = a (1.2)

i
√
x = a (1.3)

рiвносильнi?
Розв’язання. При значеннях параметра a < 0 обидва рiвняння не мають

розв’язкiв. Оскiльки множина розв’язкiв кожного рiвняння в цьому випадку
представляє порожня множина, то рiвняння рiвносильнi.

При a = 0 обидва рiвняння мають розв’язок x = 0. Отже, в цьому випадку
рiвняння також рiвносильнi.

При значеннях параметра a > 0 рiвняння (1.2) має два коренi x1 = −
√
a

i x2 =
√
a, а рiвняння (1.3) має один корiнь x = a2. Отже, в цьому випадку

рiвняння не рiвносильнi.
Вiдповiдь: a ≤ 0.

Приклад 6. Визначити, при яких значеннях параметра a рiвняння

(x2 − a2)(x− a2) = 0 (1.4)

є наслiдком рiвняння
(x− a)2 = 0, (1.5)

а також коли (1.4) i (1.5) рiвносильнi?
Розв’язання. Розв’яжемо спочатку рiвняння (1.4).

(x2−a2)(x−a2) = 0⇔ (x−a)(x+a)(x−a2) = 0⇔


x− a = 0,

x+ a = 0,

x− a2 = 0;

⇔


x1 = a,

x2 = −a,
x3 = a2.

• При a = 0 матимемо x = 0.
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• При a > 0 матимемо


x1 = a,

x2 = −a,
x3 = a2.

• При a < 0 вiдповiдно


x1 = −a,
x2 = a,

x3 = a2.

Тепер розв’яжемо рiвняння (1.5).

(x− a)2 = 0⇔ x− a = 0⇔ x = a.

• При a = 0⇒ x = 0.

• При a > 0⇒ x = a.

• При a < 0⇒ x = −a.
Отже, коренi рiвнянь (1.4) i (1.5) спiвпадають тiльки при a = 0 i

дорiвнюють 0. Тобто рiвняння у цьому випадку рiвносильнi. При a > 0 корiнь
x = a рiвняння (1.5) спiвпадає з коренем x1 = a рiвняння (1.4), а при a < 0

корiнь x = a рiвняння (1.5) спiвпадає з коренем x2 = a рiвняння (1.4). Це
означає, що при a 6= 0 рiвняння (1.4) є наслiдком рiвняння (1.5).

Вiдповiдь: при a 6= 0 рiвняння (1.4) є наслiдком рiвняння (1.5);
при a = 0 рiвняння (1.4) i (1.5) рiвносильнi.

Означення 1.4. Двi нерiвностi f1(x, a) < g1(x, a) i f2(x, a) < g2(x, a)

(або f1(x, a) ≤ g1(x, a) i f2(x, a) ≤ g2(x, a)) називаються рiвносильними на
множинi X, якщо множини їх розв’язкiв, що належать X, спiвпадають.
В цьому випадку пишуть

f1(x, a) < g1(x, a) ⇐⇒ f2(x, a) < g2(x, a).

Означення 1.5. Якщо всi розв’язки нерiвностi f1(x, a) < g1(x, a) є
розв’язками нерiвностi f2(x, a) < g2(x, a), то другу нерiвнiсть називають
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його наслiдком. В цьому випадку пишуть

f1(x, a) < g1(x, a) =⇒ f2(x, a) < g2(x, a).

Якщо в процесi розв’язування здiйснюють перехiд вiд вихiдної нерiвностi
до її наслiдку, то наприкiнцi розв’язання необхiдно з одержаної множини
значень аргументу вiдiбрати тi, якi є розв’язками вихiдної нерiвностi. При
розв’язуваннi нерiвностей з параметрами слiд звертати увагу на те, що
формальний розв’язок нерiвностей, тобто розв’язок, при якому лiвi i правi
частини нерiвностi дiляться на вираз, що мiстить параметр, може привести
до втрати розв’язкiв. Необхiдно стежити за знаком виразу, на який дiляться
обидвi частини нерiвностi, оскiльки на нього може впливати значення
параметра.

Приклад 7. Визначити, при яких значеннях параметра a нерiвнiсть

2x+ 1− 3a > 0 (1.6)

є наслiдком нерiвностi
3x− 3 + a > 0, (1.7)

а також коли (1.6) i (1.7) рiвносильнi?
Розв’язання. Розв’яжемо спочатку нерiвнiсть (1.6).

2x+ 1− 3a > 0 ⇔ 2x > 3a− 1 ⇔ x >
3a− 1

2
.

Тепер розв’яжемо нерiвнiсть (1.7).

3x− 3 + a > 0 ⇔ 3x > 3− a ⇔ x >
3− a

3
.

Згiдно з означенням 1.4 нерiвностi (1.6) i (1.7) будуть рiвносильнi, якщо
спiвпадуть їх множини розв’язкiв. Це можливо, якщо
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3a− 1

2
=

3− a

3
⇔ 9a− 3 = 6− 2a ⇔ 11a = 9 ⇔ a =

9

11
.

З означення 1.5 випливае, що нерiвнiсть (1.6) є наслiдком нерiвностi
(1.7), якщо множина розв’язкiв (1.7) мiститься в множинi розв’язкiв (1.6). Це
можливо, якщо

3− a

3
<

3a− 1

2
⇔ 9a− 3 > 6− 2a ⇔ 11a > 9 ⇔ a >

9

11
.

Вiдповiдь: при a ∈

(
9

11
;+∞

)
нерiвнiсть (1.6) є наслiдком (1.7);

при a =
9

11
нерiвностi (1.6) i (1.7) рiвносильнi.

1.4. Метод iнтервалiв

При розв’язуваннi нерiвностей з параметрами використовується метод,
що базується на такiй властивостi функцiй: якщо функцiя неперервна на

iнтервалi (x1;x2) i мiж точками x1 та x2 вона не має коренiв, то

на iнтервалi (x1;x2) функцiя зберiгає знак.

Для знаходження iнтервалiв знакосталостi на числової осi вiдмiчають всi
точки, в яких функцiя f(x, a) обертається в нуль або стає розривною. Цi
точки розбивають числову пряму на кiлька iнтервалiв, всерединi кожного з
яких f(x, a) неперервна i не обертається в нуль, а значить, зберiгає знак. На
кожному з iнтервалiв визначають знак функцiї.

Зауваження 1.5. В даному випадку вiдмiннiсть вiд методу iнтервалiв
для нерiвностей без параметра полягає в тому, що в даному разi значення
абсцис точок, в яких функцiя f(x, a) обертається в нуль або зазнає розрив,
самi є функцiями, залежними вiд параметра, i нанесення їх на числову вiсь
вимагає додаткових логiчних мiркувань про їх взаємне розташування на осi.
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Зауваження 1.6. У нерiвностях, що не мiстять параметра, для
визначення знака функцiї f(x, a) на даному iнтервалi буває досить визначити
знак функцiї в будь-якiй його внутрiшнiй точцi. У нерiвностях з параметром
це не завжди можна зробити, оскiльки самi межi iнтервалу не мають
конкретних числових значень. Тому рекомендується користуватися «кривою

знакiв» (iнодi говорять «змiйкою знакiв») — кривою, що розташована
вище осi Ox, якщо значення f(x, a) додатнi i нижче, якщо — вiд’ємнi.

Рацiонально використовувати «криву знакiв» у випадку, коли функцiя
f(x, a), що входить у нерiвнiсть, може бути представлена як добуток (або
частка) лiнiйних або квадратичних множникiв. Використовуючи «криву
знакiв», для кожного множника легко встановити знак f(x, a) в будь-якому
iнтервалi, оскiльки кожен з множникiв в даному iнтервалi зберiгає знак.
Значення f(x, a) буде додатне, якщо кiлькiсть вiд’ємних множникiв буде
парне.

«Крива знакiв» для вiдповiдних лiнiйних множникiв виглядає наступним
чином: для множника (x− x0) — це рис. 1.5; для (x0 − x) — рис. 1.6.

Рис. 1.5 Рис. 1.6

«Крива знакiв» для вiдповiдних квадратичних множникiв ax2 + bx + c

виглядає наступним чином: при a > 0, D > 0 — це рис. 1.7; при a < 0, D > 0

— рис. 1.8, де x1, x2 — коренi квадратного тричлена ax2 + bx+ c.

Рис. 1.7 Рис. 1.8
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Приклад 8. Розв’язати нерiвнiсть
x− a

x− 2a
≥ 0

Розв’язання. Застосуємо метод iнтервалiв. Для цього розглянемо точки,
в яких чисельник i знаменник обертаються в нуль. Це точки x1 = a i x2 = 2a.

Бачимо, що при a > 0 точка x1 = a розташована лiвiше вiд точки x2 = 2a;

при a < 0 — навпаки, а при a = 0 вони спiвпадають.
Побудуємо «криву знакiв» для заданої нерiвностi: при a > 0 — це рис.

1.9; при a < 0 — рис. 1.10.

Рис. 1.9 Рис. 1.10

У випадку a = 0 нерiвнiсть виконується при будь-якому x 6= 0.

Вiдповiдь: якщо a < 0, то x ∈ (−∞; 2a) ∪ [a; +∞);

якщо a = 0, то x ∈ (−∞; 0) ∪ (0;+∞);

якщо a > 0, то x ∈ (−∞; a] ∪ (2a; +∞).

Зауваження 1.7. При розв’язуваннi нерiвностей з параметрами
можуть бути використанi також метод замiни змiнної та графiчний метод.

Приклад 9. Знайти всi значення параметра a, при яких нерiвнiсть

a+ 4− x

x+ 3a
≥ 0

виконується для всiх x з iнтервалу 3 ≤ x ≤ 5.

Розв’язання. Застосуємо метод iнтервалiв. Знайдемо розв’язок нашої
нерiвностi. При значеннi x = a+4 чисельник дорiвнює нулю, а при x2 = −3a
— знаменник. Можливi три варiанти розташування на числовiй осi Ox чисел
x1 i x2 :

1) x1 > x2 при a > −1;
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2) x1 = x2 при a = −1;
3) x1 < x2 при a < −1.
Використовуючи «кривi знакiв» чисельника i знаменника, запишемо

розв’язок заданої нерiвностi:
1) якщо a > −1, то −3a < x ≤ a+ 4 (рис. 1.11);
2) якщо a = −1, то розв’язкiв немає (рис. 1.12);
3) якщо a < −1, то a+ 4 ≤ x < −3a (рис. 1.13).

Рис. 1.11 Рис. 1.12

Рис. 1.13

Таким чином, умови задачi задовольняють такi значення параметра a,
при яких всi значення x з множини [3, 5] є розв’язком заданої нерiвностi. Це
можливо, якщо при a > −1 одночасно виконуються умови−3a < 3 i 5 ≤ a+4,

тобто a ≥ 1, а при a < −1 одночасно виконуються умови a+4 ≤ 3 i 5 < −3a,
тобто a < −5

3
.

Вiдповiдь: a ∈

(
−∞;−5

3

)
∪ [1; +∞).

Завдання для самостiйної перевiрки знань

1. Визначити, при яких значеннях параметра a рiвняння є квадратним,
неповним квадратним, лiнiйним:

a) 5a(a− 2)x2 + (5a− 2)x− a3 − 3 = 0; б) ax(ax+ 3) + 6 = x(ax− 6).
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Вiдповiдь: а) 1) рiвняння квадратне при a 6= 0 або a 6= 2,

2) неповне квадратне при a = 2,5 i a = − 3
√
3,

3) лiнiйне при a = 0 i a = 2;

Вiдповiдь: б) 1) рiвняння квадратне при a 6= 0 або a 6= 1,

2) неповне квадратне при a = −2,
3) лiнiйне при a = 0 i a = 1.

2. Визначити припустимi значення параметра a в рiвняннi:

a)
ax

a2 − 9
=

a

a3 + 27
; б)

x

a− 2
=
√

a3 − 2a2.

Вiдповiдь: а) a ∈ (−∞;−3) ∪ (−3; 3) ∪ (3;+∞);

б) a ∈ {0} ∪ (2;+∞).

3. Визначити контрольнi значення параметра a.

a) 5a(a− 2)x2 + (5a− 2)x− a3 = 0; б)
2a− 1

x
+ (a+ 2)x = 2a3 − a2.

Вiдповiдь: а) a = 0 i a = 2;

б) a = 0,5 i a = −2.
4. Порiвняти числа:

a) a2 − 4a та 2a− 5; б) 1− a2,−2a− 7 i a− 1.

Вiдповiдь: а) якщо a ∈ (−∞; 1) ∪ (5;+∞), то a2 − 4a > 2a− 5;

якщо a = 1 або a = 5, то a2 − 4a = 2a− 5;

якщо a ∈ (1; 5), то a2 − 4a < 2a− 5;

Вiдповiдь: б) якщо a < −2, то 1− a2 < a− 1 < −2a− 7;

якщо a = −2, то всi числа дорiвнюють −3;
якщо a ∈ (−2; 1), то −2a− 7 < a− 1 < 1− a2;

якщо a = 1, то −2a− 7 < a− 1 i < 1− a2 = a− 1 = 0;

якщо a ∈ (1; 4), то −2a− 7 < 1− a2 < a− 1;

якщо a = 4, то 1− a2 = −2a− 7 = 15 i 1− a2 < a− 1;

якщо a > 4, то 1− a2 < −2a− 7 < a− 1.

5. Визначити найменше з чисел:
1− a

5
,
a+ 1

3
, a− 1,−a+ 1

3
.
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Вiдповiдь: якщо a ≤ 0,5, то a− 1;

якщо a > 0,5, то −a+ 1

3
.

6. Визначити значення параметра a, при яких данi рiвняння рiвносильнi:

ax− a = x− 2 та ax− a = x+ 2.

Вiдповiдь: a = 1.
7. Визначити параметра a, при яких данi нерiвностi рiвносильнi:

2ax− 2a > x+ 4 та 2ax+ 2a > x− 8.

Вiдповiдь: a = −3.
8. При яких значеннях a з нерiвностi

a) x2 + 3a2 − 1 ≤ 2a(2x− 1) випливає нерiвнiсть x2 − (a+ 1)x+ a > 0;

б) x2 − a(a2 + 1)x+ a4 < 0 випливає нерiвнiсть x2 + 4x+ 3 < 0?

Вiдповiдь: а) a >
2

3
; б) a ∈ [− 3

√
3;−1]∪{0}∪ {1} (числа a i a3 — коренi

рiвняння x2 − a(a2 + 1)x+ a4 < 0).
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Роздiл 2

Розв’язання лiнiйних i
квадратних рiвнянь та
нерiвностей, що мiстять
параметр

2.1. Лiнiйнi рiвняння i нерiвностi, їх системи

Лiнiйним рiвнянням називають рiвняння виду ax + b = 0, де a 6= 0.

Значення параметра a = 0 є контрольним, оскiльки в цьому випадку або
розв’язок вiдсутнiй (0 · x + b = 0, b 6= 0, x ∈ ∅), або розв’язком є будь-який
x ∈ R (0 · x+ 0 = 0).

Нерiвностi виду ax + b > 0, ax + b ≥ 0, ax + b < 0, ax + b ≤ 0, де a 6= 0

називають лiнiйними нерiвностями. Значення параметра a = 0, так само
як i для лiнiйного рiвняння, є контрольним.

Щодо систем зауважимо декiлька важливих моментiв:

• до розгляду буде залучено: тiльки системи двох рiвнянь з двома
невiдомими, тiльки системи двох нерiвностей з однiєю змiнною;

• розв’язати систему двох рiвнянь (що мiстять параметр) з двома
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невiдомими x i y означає — знайти всi припустимi значення параметра,
при яких iснує пара чисел (x, y) така, що коли пiдставити цi числа до
рiвнянь системи, то кожне з рiвнянь системи обертається у тотожнiсть;

• розв’язком системи двох нерiвностей з однiєю змiнною будемо називати
значення змiнної, при якому кожне з нерiвностей системи обертається
у правильну числову нерiвнiсть;

• множина розв’язкiв системи нерiвностей з однiєю змiнною є перетинння
множин розв’язкiв всiх нерiвностей, що вмiщує система;

• множина розв’язкiв сукупностi нерiвностей є об’єднання множин
розв’язкiв нерiвностей, що вмiщує система.

В основi задач, пов’язаних з системами двох лiнiйних рiвнянь з двома
невiдомими, лежить питання про дослiдження взаємного розташування на
площинi двох прямих, заданих рiвняннями a1x+b1y+c1 = 0 i a2x+b2y+c2 = 0.

Система рiвнянь {
a1x+ b1y + c1 = 0,

a2x+ b2y + c2 = 0,
(2.1)

що не має розв’язкiв називається несумiсною (прямi паралельнi), яка
має рiвно один розв’язок — визначеною (прямi перетинаються), яка має
бiльше одного — невизначеною (прямi спiвпадають).

Зауваження 2.1. Якщо коефiцiєнти у рiвняннях системи (2.1)
залежать вiд параметра, i ставиться питання про дослiдження системи,
це означає, що необхiдно вказати значення параметра, при яких система
несумiсна, не визначена, визначена, i знайти її розв’язок.

Зауваження 2.2. Iз лiтератури вiдомо (можна довести самостiйно у
якостi приклада), що система (2.1):

I при
a1
a2

=
b1
b2

=
c1
c2

— має безлiч розв’язкiв;

I при
a1
a2

=
b1
b2
6= c1

c2
— не має розв’язкiв;

I при
a1
a2
6= b1

b2
— має єдиний розв’язок;
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I якщо b1 = 0 або b2 = 0 i a1 6= 0, a2 6= 0 — має єдиний розв’язок;
I якщо b1 6= 0, b2 6= 0 i a1 6= 0, a2 6= 0, то при

c1
a1
6= c2

a2
не має розв’язкiв,

а при
c1
a1

=
c2
a2

система має безлiч розв’язкiв.
Останнiм часом розвиток iнформацiйних технологiй вiдкриває вчителям

i викладачам широкi перспективи, якi пов’язанi з можливiстю вiзуалiзацiї
розв’язань тих чи iнших задач. Особливо важливе значення, на наш
авторський погляд, цей момент має саме у роздiлi задач з параметрами.
Тут буде доречно використовувати анiмацiю для вiзуалiзацiї розв’язань
рiвнянь i нерiвностей. На жаль, у друкованому виданнi немає можливостi
продемонструвати нашi авторськi доробки, тому у деяких задачах ми
наводимо стоп-кадри з рухомих графiкiв. Така вiзуалiзацiя може суттєво
допомогти вчителям i викладачам донести матерiал до слухача, а слухачевi
–– досягти належного розумiння.

Приклад 1. Для кожного значення параметра a розв’язати рiвняння

(a− 1)(a+ 2)x = a3 + 2a2.

Розв’язання. Контрольними є значення параметра a, при яких
коефiцiєнт при x дорiвнює нулю, тобто

(a− 1)(a+ 2) = 0⇒ a = 1, a = −2.

Далi дослiдимо випадки, коли коефiцiєнт при x дорiвнює нулю i коли —
вiдмiнний вiд нуля.

I При (a− 1)(a+ 2) = 0, матимемо:
• якщо a = 1 рiвняння не має розв’язкiв, оскiльки лiва частина дорiвнює

нулю, а права вiдмiнна вiд нуля;
• якщо a = −2 рiвнянню задовольняє будь-який x ∈ R, оскiльки рiвняння

приймає вигляд 0 · x = 0.

I При (a − 1)(a + 2) 6= 0, подiливши обидвi частини рiвняння на вираз
(a− 1)(a+ 2), отримаємо

x =
a3 + 2a2

(a− 1)(a+ 2)
=

a2(a+ 2)

(a− 1)(a+ 2)
=

a2

a− 1
.
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Вiдповiдь: якщо a = 1, то розв’язкiв немає;
якщо a = −2, то x ∈ R;

якщо a 6= 1, a 6= −2, то x =
a2

a− 1
.

Приклад 2. Визначити, при якому значеннi параметра a рiвняння (a −
1)(a− 5)x− 2(a+ 6) = 5x− 12 не має розв’язкiв.

Розв’язання. Пiсля розкриття дужок в лiвiй частинi та приведення
подiбних, рiвняння перетвориться до вигляду (a2 − 6a)x = 2a.

I Якщо a2 − 6a = 0, то рiвняння (a2 − 6a)x = 2a не матиме розв’язку
в разi, коли права частина не дорiвнює 0, тобто при 2a 6= 0. Цим умовам
задовольняє значення параметра a = 6.

I Якщо a2 − 6a 6= 0, то розв’язок рiвняння iснує i x =
2a

a2 − 6a
=

2

a− 6
.

Вiдповiдь: a = 6.

Приклад 3. Для кожного значення параметра a розв’язати рiвняння
2− a

x
=

a+ 1

x− 2
.

Розв’язання. Це рiвняння не є лiнiйним, але при x 6= 0 i x 6= 2

приводиться до наступного лiнiйного виду

(2− a)(x− 2) = (a+ 1)x або (1− 2a)x = 2(2− a).

I Розглянемо випадок 1 − 2a = 0, тобто a = 0,5. В цьому разi вихiдне
рiвняння має вигляд

1,5

x
=

1,5

x− 2
або x = x−2. Це рiвняння не має розв’язкiв.

I При a 6= 0,5 множник при x вiдмiнний вiд нуля. Подiливши обидвi

частини рiвняння на 1 − 2a, отримаємо x =
2(2− a)

1− 2a
. Вiзьмiмо до уваги

обмеження, тобто x =
2(2− a)

1− 2a
6= 0 i x =

2(2− a)

1− 2a
6= 2.

З рiвняння
2(2− a)

1− 2a
= 0 отримуємо a = 2, а з

2(2− a)

1− 2a
= 2 випливає

a = −1. Отже, при значеннях параметра a = 2 i a = −1 рiвняння не має
розв’язку.

Вiдповiдь: якщо a ∈ {−1; 0,5; 2}, то розв’язкiв немає;
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при всiх iнших значеннях параметра a, x =
2(2− a)

1− 2a
.

Приклад 4. Розв’яжiть рiвняння

a2(x− 1) + 6x = (5x− 2)a.

Розв’язання. Пiсля деяких перетворень дане рiвняння набуває вигляду

(a− 2)(a− 3)x = a(a− 2).

Контрольними є значення параметра a, при яких коефiцiєнт при x

дорiвнює нулю, тобто

(a− 2)(a− 3) = 0 =⇒ a = 2, a = 3.

Дослiдимо тепер випадки, коли коефiцiєнт при x дорiвнює нулю i коли —
вiдмiнний вiд нуля.

I При (a− 2)(a− 3) = 0, матимемо:
• якщо a = 2, то рiвняння прийме вид 0 · x = 0, звiдки випливає, що

розв’язком рiвняння є будь-яке дiйсне число, тобто x ∈ R;
• якщо a = 3, то рiвняння прийме вид 0 · x = 3, звiдки випливає, що

x ∈ ∅, тобто розв’язкiв немає.
I При (a − 2)(a − 3) 6= 0, подiливши обидвi частини рiвняння на вираз

(a− 2)(a− 3), отримаємо

x =
a(a− 2)

(a− 2)(a− 3)
=

a

a− 3
.

Вiдповiдь: якщо a = 3, то розв’язкiв немає;
якщо a = 2, то x ∈ R;
якщо a 6= 2, a 6= 3, то x =

a

a− 3
.

Приклад 5. Розв’язати рiвняння ax+ 2x+ 3 = 1− x i визначити знаки
коренiв.

Розв’язання. Перетворимо рiвняння до виду (a+ 3)x = −2.
Контрольним значенням параметра є a = −3.
I При a = −3, отримаємо 0 · x = −2, тобто x ∈ ∅.
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I При a 6= −3, матимемо x = − 2

a+ 3
.

• Розв’язок буде додатним, якщо x+ 3 < 0, тобто x < −3.
• Розв’язок буде вiд’ємним, якщо x+ 3 > 0, тобто x > −3.
Вiдповiдь: якщо a = −3, то x ∈ ∅;

якщо a 6= −3, то x = − 2

a+ 3
;

якщо a < −3, то x > 0;

якщо a > −3, то x < 0.

Приклад 6. Знайдiть всi значення параметра a, при кожному з яких
корiнь рiвняння 3x(a + 4) = 6a + 35 в три рази менше кореня рiвняння
−2(x+ 1) = 3(2− x).

Розв’язання. Розв’яжемо спочатку рiвняння −2(x+ 1) = 3(2− x).

−2(x+ 1) = 3(2− x)⇒ −2x− 2 = 6− 3x⇒ −2x+ 3x = 6 + 2⇒ x = 8.

Якщо x = 8 — корiнь рiвняння −2(x+ 1) = 3(2− x), то, згiдно з умовою

задачi, x =
8

3
— корiнь рiвняння 3x(a+ 4) = 6a+ 35.

Пiдставимо x =
8

3
до рiвняння 3x(a + 4) = 6a + 35 i пiсля деяких

елементарних перетворень, остаточно отримаємо a =
3

2
.

Вiдповiдь: a =
3

2
.

Приклад 7. Розв’яжiть рiвняння
5

ax− 4
=

1

9x− a
(2.2)

Розв’язання. Рiвняння (2.2) не є лiнiйним, але при значеннях x 6= 4

a
i

x 6= a

9
(припустимi значення x i a, при яких загальний знаменник (2.2) не

дорiвнює нулю) пiсля елементарних перетворень набуває вигляду

(45− a)x = 5a− 4. (2.3)

Знайдемо контрольнi значення параметра a, при яких (2.2) i (2.3) не
рiвносильнi або (2.2) не має числового змiсту. Пiдставимо до рiвняння (2.3)
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x =
4

a
i x =

a

9
.

При x =
4

a
, матимемо

(45− a)
4

a
= 5a− 4⇒ 180− 4a = 5a2 − 4a⇒ a2 = 36⇒ a1,2 = ±6.

При x =
a

9
, матимемо

(45− a)
a

9
= 5a− 4⇒ 45a− a2 = 45a− 36⇒ −a2 = −36⇒ a1,2 = ±6.

Отже, при a = ±6 рiвняння (2.2) не має числового змiсту, тобто a = ±6
— неприпустимi значення параметра a для (2.2).

I При a = ±6 рiвняння (2.2) не має розв’язку.
I Розв’яжемо тепер рiвняння (2.3). Контрольне значення параметра a

отримаємо з умови 45− a = 0, тобто a = 45.

• При a = 45 рiвняння набуває вигляду 0 · x = 221, звiдки випливає, що
x ∈ ∅, тобто розв’язкiв немае.
• При a 6= 45 рiвняння (2.3), а разом з ним i рiвняння (2.2) мають єдиний

розв’язок x =
5a− 4

45− a
.

Вiдповiдь: якщо a 6= ±6 i a 6= 45, то x =
5a− 4

45− a
;

якщо a = ±6 i a = 45, то x ∈ ∅.
Приклад 8. Знайти всi значення параметра m, при кожному з яких

розв’язок рiвняння 5x− 18m− 21 = 5mx−m бiльше 3.
Розв’язання. Спочатку розв’яжемо дане рiвняння, користуючись

мiркуваннями, якi були викладенi в попереднiх прикладах. Отже, пiсля
деяких елементарних перетворень вихiдне рiвняня матиме вигляд

(5− 5m)x = 17m+ 21.

I При 5−5m = 0 =⇒ m = 1 i останє рiвняня перетворюється на 0·x = 38,

отже x ∈ ∅.

I При 5− 5m 6= 0 =⇒ m 6= 1 i розв’язком рiвняння є x =
17m+ 21

5− 5m
.

Знайдемо тi значення m, при яких розв’язок рiвняння бiльше 3, тобто
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розв’яжемо нерiвнiсть
17m+ 21

5− 5m
> 3.

Переносимо всi доданки в лiву частину i приводимо їх до спiльного
знаменника, остаточно отримаємо

16m+ 3

1−m
> 0.

Далi застосуємо, вже вiдомий нам, метод iнтервалiв. Для цього знайдемо
точки, в яких чисельник i знаменник обертаються в нуль. Це точки m = − 3

16
i m = 1. Тепер будуємо «кривi знакiв» чисельника i знаменника (рис. 2.1).

Рис. 2.1

З рис. 2.1 видно, що остання нерiвнiсть виконується при m ∈

(
− 3

16
; 1

)
.

Вiдповiдь: m ∈

(
− 3

16
; 1

)
.

Приклад 9. Для кожного значення параметра a розв’яжiть нерiвнiсть

a2x ≥ 4x+ 2− a.

Розв’язання. Перетворимо вихiдну нерiвнiсть до вигляду

(a2 − 4)x ≥ 2− a.

Контрольнi значення параметра отримуємо з умови a2 − 4 = 0, тобто
a = 2, a = −2. Цi значення розбивають вiсь Oa на три iнтервали (рис. 2.2).

1) a < −2; 2) − 2 < a < 2; 3) a > 2.
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Рис. 2.2

На кожному з цих iнтервалiв розв’яжемо нерiвнiсть (a2 − 4)x ≥ 2 − a.

Значення a = −2 i a = 2 вимагають окремого дослiдження.
I При a = −2 нерiвнiсть має вигляд 0 · x ≥ 4 i не має розв’язкiв.
I При a = 2 маємо нерiвнiсть 0 · x ≥ 0 i ї ї розв’язком є будь-яке x ∈ R.
• Якщо a < −2 або a > 2, то a2 − 4 > 0. У цьому разi x ≥ − 1

a+ 2
.

• Якщо −2 < a < 2, то a2 − 4 < 0 i x ≤ − 1

a+ 2
.

Нанесемо одержанi у ходi розв’язування результати на вiдповiднi
iнтервали числової осi Oa (рис. 2.2).

Вiдповiдь: якщо a < −2, то x ≥ − 1

a+ 2
;

якщо −2 < a < 2, то x ≤ − 1

a+ 2
;

якщо a > 2, то x ≥ − 1

a+ 2
;

якщо a = 2, то x ∈ R;
якщо a = −2, то розв’язкiв немає.

Приклад 10. При яких значеннях параметра a нерiвнiсть 2x − a > 0 є
наслiдком нерiвностi x+ 2a− 3 > 0?

Розв’язання. Спочатку розв’яжемо кожну нерiвнiсть.

1) 2x− a > 0 ⇔ 2x > a ⇔ x >
a

2
⇔ x ∈

(
a

2
;+∞

)
;

2) x+ 2a− 3 > 0 ⇔ x > 3− 2a ⇔ x ∈ (3− 2a; +∞).
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З означення 1.5 випливае, що нерiвнiсть 2x − a > 0 є наслiдком
нерiвностi x+ 2a− 3 > 0, якщо множина розв’язкiв x+ 2a− 3 > 0 мiститься
в множинi розв’язкiв 2x− a > 0. Це можливо, якщо

3− 2a >
a

2
⇔ 6− 4a > a ⇔ 5a < 6 ⇔ a <

6

5
.

Вiдповiдь: a ∈

(
−∞;

6

5

)
.

Приклад 11. При яких значеннях a нерiвнiсть x ≤ 2a + 3 є вiрною при
всiх значеннях x, що задовольняють умовi −3 ≤ x ≤ −a− 2?

Розв’язання. Скористаємося таким зауваженням.
Зауваження 2.3. Розв’язок деякої нерiвностi буде вiрним у вказаному

iнтервалi, коли цей iнтервал мiститься у множинi розв’язкiв нерiвностi.
Це означає, що у нашому випадку достатньо ровязати систему

нерiвностей:

{
2a+ 3 ≥ −a− 2,

−a− 2 ≥ −3;
⇒

{
3a ≥ −5,
−a ≥ −1;

⇒

 a ≥ −5
3
,

a ≤ 1;
⇒ a ∈

[
−5
3
; 1

]
.

На осi Oa це можна вiдобразити, як на рис. 2.3.

Рис. 2.3

Вiдповiдь: a ∈

[
−5
3
; 1

]
.

Приклад 12. При яких значеннях k нерiвнiсть (k − 1)x + 2k + 1 > 0 є
вiрною при всiх значеннях x, що задовольняють умовi |x| ≤ 3?

Розв’язання. Розв’яжемо спочатку нашу нерiвнiсть, яку можна
перетворити до вигляду (k − 1)x > −2k − 1.
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Визначимо контрольне значення параметра k з умови k − 1 = 0. Звiдси
k = 1.

I При k = 1 нерiвнiсть набуває вигляду 0 · x > −3 i x ∈ R.
I Якщо k − 1 6= 0, то можливi варiанти, коли k > 1 i k > 1.

• При k > 1 нерiвнiсть має розв’язок x >
2k + 1

1− k
.

• При k < 1 нерiвнiсть має розв’язок x <
2k + 1

1− k
.

Далi дiємо з урахуванням зауваження 2.1.
I. При k = 1 множина розв’язкiв даної нерiвностi включає у себе вiдрiзок

[−3; 3].

II. Для того щоб вiдрiзок [−3; 3] належав множинi x ∈

(
2k + 1

1− k
; +∞

)
,

де k > 1, достатньо, щоб виконувалася нерiвнiсть
2k + 1

1− k
< −3.

Розв’язуємо цю нерiвнiсть:

2k + 1

1− k
< −3⇒ 2k + 1

1− k
+ 3 < 0⇒ 2k + 1 + 3− 3k

1− k
< 0⇒ 4− k

1− k
< 0.

Застосуємо метод iнтервалiв. Чисельник обертається в нуль при k = 4, а
знаменник — при k = 1. Об’єднаємо «кривi знакiв» чисельника i знаменника,
i побудуємо на рис. 2.4 вже спiльну криву.

Рис. 2.4

З рис. 2.4 робимо висновок, що у даному випадку k ∈ (1; 4).

III. Аналогiчно знайдемо, при яких значеннях k < 1 вiдрiзок [−3; 3]

належить множинi x ∈

(
−∞;

2k + 1

1− k

)
.

2k + 1

1− k
> 3⇒ 2k + 1

1− k
− 3 > 0⇒ 2k + 1− 3 + 3k

1− k
> 0⇒ 5k − 2

1− k
> 0.
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Будуємо спiльну «криву знакiв» (рис. 2.5).

Рис. 2.5

З рис. 2.5 робимо висновок, що у даному випадку k ∈

(
2

5
; 1

)
.

Розв’язком вихiдної задачi буде об’єднання розв’язкiв отриманих у I, II,

III. Отже, остаточно матимемо k ∈

(
2

5
; 4

)
.

Вiдповiдь: k ∈

(
2

5
; 4

)
.

Приклад 13. Визначити, при яких значеннях параметра a рiвняння
x+ ay = 1 i ax+ y = 2a мають хоча б один спiльний розв’язок.

Розв’язання. Розглянемо вiд супротивного. Знайдемо значення
параметра a, при яких система рiвнянь{

x+ ay − 1 = 0,

ax+ y − 2a = 0

не має розв’язкiв. Це можливо (див. зауваження 2.2), якщо
a1
a2

=
b1
b2
6= c1

c2
,

тобто
1

a
=

a

1
6= 1

2a
. (2.4)

З рiвностi
1

a
=

a

1
знаходимо a = ±1. Для цих значень нерiвнiсть в (2.4)

також виконується.
Вiдповiдь: a = ±1.
Приклад 14. Дослiдити систему лiнiйних рiвнянь (див. зауваження

2.1). {
(a− 2)x+ 27y = 4,5,

2x+ (a+ 1)y = 3.
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Розв’язання. Cкористаємось зауваженням 2.2 i визначимо значення

параметра a при яких
a1
a2

=
b1
b2
, тобто

a− 2

2
=

27

a+ 1
.

Розв’яжемо останнє рiвняння:

a− 2

2
=

27

a+ 1
⇒

{
a2 − a− 56 = 0,

a+ 1 6= 0,
⇒


[
a = −7,
a = 8,

a 6= −1.

I Якщо a = 8 або a = −7, то наша система не має розвязкiв, оскiльки

a− 2

2
=

27

a+ 1
6= 4,5

3

(
a1
a2

=
b1
b2
6= c1

c2

)
.

I Якщо a 6= 8 або a 6= −7, то система матиме єдиний розв’язок, оскiльки

a− 2

2
6= 27

a+ 1

(
a1
a2
6= b1

b2

)
.

Знайдемо цей розв’язок.{
(a− 2)x+ 27y = 4,5 ← помножимо на (−2),
2x+ (a+ 1)y = 3 ← помножимо на (a− 2);

⇔

⇔

{
−2(a− 2)x− 54y = −9,
2(a− 2)x+ (a+ 1)(a− 2)y = 3(a− 2);

⇒

(
додамо лiвi i правi
частини рiвнянь

)
⇒

⇒ ((a− 2)(a+ 1)− 54)y = 3(a− 2)− 9⇒ y =
3(a− 5)

(a− 8)(a+ 7)
.

Змiнну x можемо знайти використовуючи аналогiчнi перетворення або
пiдставивши знайдений y до, наприклад, другого рiвняння вихiдної системи:

2x+ (a+ 1)y = 3⇒ 2x+
3(a− 5)(a+ 1)

(a− 8)(a+ 7)
= 3⇒ 2x = 3− 3(a− 5)(a+ 1)

(a− 8)(a+ 7)
⇒
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⇒ 2x =
3(a− 8)(a+ 7)− 3(a− 5)(a+ 1)

(a− 8)(a+ 7)
⇒ x =

9(a− 17)

2(a− 8)(a+ 7)
.

Вiдповiдь: якщо a = 8 або a = −7, то розвязкiв немає;
якщо a 6= 8 або a 6= −7, то система має єдиний розв’язок(

9(a− 17)

2(a− 8)(a+ 7)
;

3(a− 5)

(a− 8)(a+ 7)

)
.

Приклад 15. При яких значеннях a для будь-якого b знайдеться хоча б
одне c таке, що рiвняння 2x + by = ac2 + c та bx + 2y = c − 1 мають хоча б
один спiльний розв’язок?

Розв’язання. Рiвняння 2x+ by = ac2 + c та bx+ 2y = c− 1 мають хоча
б один спiльний розв’язок, якщо має розв’язок система рiвнянь{

2x+ by − ac2 − c = 0,

bx+ 2y − c+ 1 = 0.

Можливi наступнi варiанти (див. зауваження 2.2).
I Система рiвнянь має єдиний розв’язок. В цьому випадку коефiцiєнти

при невiдомих такi, що
2

b
6= b

2
, тобто b 6= ±2.

Отже, при b 6= ±2 система має розв’язок для будь-яких a i c.
I Система рiвнянь має безлiч розв’язкiв. Це можливо, якщо

2

b
=

b

2
=

ac2 + c

c− 1
.

• При b = 2 отримуємо умову ac2 + c = c − 1 або ac2 = −1. Отже, c
знайдеться лише при

a < 0. (2.5)

• При b = −2 маємо ac2+ c = 1− c або ac2+2c− 1 = 0. В цьому випадку
c знайдеться, коли дискримiнант рiвняння D = 4 + 4a ≥ 0, тобто при

a ≥ −1. (2.6)
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Оскiльки за умовою задачi необхiдно знайти значення a, при яких iснує
хоча б одне c таке, що заданi рiвняння мають хоча б один спiльний розв’язок
для будь-якого b, то значення c знайдуться при одночасному виконаннi умов
(2.5) i (2.6), тобто при −1 ≤ a < 0.

Вiдповiдь: a ∈ [−1; 0).
Приклад 16. Для кожного значення параметра a вкажiть кiлькiсть

розв’язкiв (x; y) системи рiвнянь{
3y − (a− 2)x = 5,

3ay + (3a− 6)x = 10.

Розв’язання. Cкористаємось зауваженням 2.2 i визначимо значення

параметра a при яких
a1
a2

=
b1
b2
, тобто

2− a

3a− 6
=

3

3a
.

Розв’яжемо останнє рiвняння:

2− a

3a− 6
=

3

3a
⇒


a2 + a− 6 = 0,

a 6= 0,

a 6= 2,

⇒



[
a = −3,
a = 2,

a 6= 0,

a 6= 2.

I Якщо a = 2, то система матиме розв’язки y =
5

3
при будь-якому x.

Отже, при a = 2 система має безлiч розв’язкiв.
I Якщо a = −3, то система не має розв’язкiв, оскiльки

2− a

3a− 6
=

3

3a
6= 5

10

(
a1
a2

=
b1
b2
6= c1

c2

)
.

I Якщо a 6= −3 або a 6= 2, то система матиме єдиний розв’язок, оскiльки

2− a

3a− 6
6= 3

3a

(
a1
a2
6= b1

b2

)
.

Вiдповiдь: якщо a = −3, то розвязкiв немає;

39



якщо a 6= −3 або a 6= 2, то система має єдиний розв’язок;
якщо a = 2, то система має безлiч розв’язкiв.

Приклад 17. Розв’язати систему нерiвностей{
x+ 1 ≥ ax,

x > 2.

Розв’язання. Розв’яжемо спочатку окремо першу нерiвнiсть системи,
яку можна переписати у виглядi (a − 1)x ≤ 1. Контрольним значенням
параметра a, при якому коефiцiєнт при x обертається в нуль буде a = 1.

• Якщо a = 1, то маємо нерiвнiсть 0 · x ≤ 1, розв’язок якої x ∈ R.
• Якщо a < 1, то a− 1 < 0 i маємо розв’язок x ≥ 1

a− 1
.

• Якщо a > 1, то a− 1 > 0 i маємо розв’язок x ≤ 1

a− 1
.

Розв’язок другої нерiвностi системи не залежить вiд значення параметра
a i завжи x > 2.

Розв’язком системи нерiвностей буде перетин розв’язкiв першої та другої
нерiвностей. Визначимо цей перетин залежно вiд значення параметра.

I Якщо a = 1, то розв’язок x ∈ R першої нерiвностi в перетинi з
розв’язком x > 2 другої нерiвностi дає iнтервал x ∈ (2;+∞).

I Якщо a < 1, то
1

a− 1
< 0 i розв’язок x ≥ 1

a− 1
першої нерiвностi в

перетинi з розв’язком x > 2 другої нерiвностi дає iнтервал x ∈ (2;+∞).

I Якщо a > 1, то
1

a− 1
> 0 i необхiдно розглянути три можливi випадки

розташування точки
1

a− 1
вiдносно точки 2.

Рис. 2.6

I. Нехай
1

a− 1
> 2, тодi

3− 2a

a− 1
> 0 i використовуючи спiльну «криву

знакiв» (рис. 2.6) чисельника и знаменника, отримаємо значення параметра
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a ∈ (1; 1,5). Крiм того, розв’язок системи нерiвностей у цьому випадку

x ∈

(
2;

1

a− 1

]
.

II. Нехай
1

a− 1
= 2, тодi a = 1,5 i система розв’язку не має, оскiльки

x > 2 i x ≤ 2 не перетинаються.
III. Нехай

1

a− 1
< 2, тодi

3− 2a

a− 1
< 0 i використовуючи спiльну «криву

знакiв» (рис. 2.6) чисельника и знаменника (з урахуванням, що a > 1),
отримаємо значення параметра a ∈ (1,5;+∞). У цьому випадку система

також не має розв’язкiв, оскiльки x > 2 i x ≤ 1

a− 1
< 2 не перетинаються.

Вiдповiдь: якщо a ∈ (−∞; 1], то x ∈ (2;+∞);

якщо a ∈ (1; 1,5), то x ∈

(
2;

1

a− 1

]
;

якщо a ∈ [1,5;+∞), то x ∈ ∅.

Приклад 18. При яких значеннях параметра a множина розв’язкiв

системи

{
5x+ 14 > 0,

2x− a < 0
мiстить рiвно 5 цiлих розв’язкiв?

Розв’язання. Знайдемо розв’язок заданої системи, як перетин множин
розв’язкiв першої та другої нерiвностей системи:{

5x+ 14 > 0,

2x− a < 0,
⇔

{
5x > −14,
2x < a,

⇔

{
x > −2,8,
x < 0,5a,

⇔ −2,8 < x < 0,5a.

За умовою задачi, необхiдно, щоб множина розв’язкiв системи мiстила
рiвно 5 цiлих розв’язкiв. Це буде виконано, коли iнтервал буде мiстити числа:
−2, −1, 0, 1, 2 (рис. 2.7). Це означає, що 2 < 0,5a ≤ 3, тобто 4 < a ≤ 6.

Рис. 2.7
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Рис. 2.8

Як вже зазначалося вище, для кращого розумiння сутi питання,
розв’язання цiєї задачi можна подати у виглядi анiмацiї (рухомого графiка).
Стоп-кадри цiєї анiмацiї представленi на рис. 2.8. Червоний колiр —
розв’язання нерiвностi x > −2,8; синiй — нерiвностi x < 0,5a; зелений
— iнтервал змiни величини 0,5a, який забезпечує виконання обмеження на
наявнiсть рiвно 5 цiлих значень у множинi розв’язкiв заданої системи.

Вiдповiдь: a ∈ (4; 6].
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Приклад 19. При яких значеннях параметра a система{
(x− 2)2 − a > x(x+ 2)− 3,

3x− 1 > x− (a− x)

не матиме розв’язкiв?
Розв’язання. Знайдемо розв’язок кожної з нерiвностей системи:

1) (x− 2)2 − a > x(x+ 2)− 3⇔ x2 − 4x+ 4− a > x2 + 2x− 3⇔

⇔ 6x < 7− a⇔ x <
7− a

6
.

2) 3x− 1 > x− (a− x)⇔ 3x− 1 > x− a+ x⇔ x > 1− a.

Задана система не матиме розв’язкiв, якщо множини розв’язкiв x <
7− a

6
(червоний колiр на рис. 2.9) i x > 1 − a (синiй колiр на рис. 2.9) не
перетинатимуться (не матимуть жодної спiльної точки).

Рис. 2.9
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Це можливо, коли
7− a

6
≤ 1− a. Розв’яжемо останню нерiвнiсть:

7− a

6
≤ 1− a⇔ 7− a ≤ 6− 6a⇔

⇔ 5a ≤ −1⇔ a ≤ −0,2.

При a = −0,2 отримаємо
7− a

6
= 1,2 i 1− a = 1,2, тобто 1,2 < x < 1,2.

Стоп-кадри анiмацiї розв’язання цiєї задачi представленi на рис. 2.10.

Рис. 2.10

Отже, система не матиме розв’язкiв при a ≤ −0,2.
Вiдповiдь: a ∈ (−∞;−0,2].
Зауваження 2.4. З наведених прикладiв видно, що розв’язання

рiвнянь i нерiвностей з параметром вiдрiзняється вiд розв’язання рiвнянь
i нерiвностей без параметра тим, що на всiх етапах розв’язування необхiдно
уважно стежити за кожною операцiєю з точки зору можливостi її виконання
при рiзних значеннях параметра, а також за тим, щоб отриманi розв’язки не
виходили за рамки припустимих значень змiнної.

Завдання для самостiйної перевiрки знань

1. Для кожного значення параметра a розв’язати рiвняння:

a) (a2 − 4)x = 2− a; б) (a3 − 2a2)x =
a− 2

a+ 1
;

в) 3ax = a2x− 3 + a; г)
a2 − 4

x− 3
=

a2 − 2a

2x+ 4
.
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Вiдповiдь: а) якщо a = −2, то розв’язкiв немає;
якщо a = 2, то x ∈ R;
якщо a 6= −2 i a 6= 2, то x = − 1

a+ 2
;

Вiдповiдь: б) якщо a = 0 i a = −1, то розв’язкiв немає;
якщо a = 2, то x ∈ R;
при всiх iнших значеннях параметра a, x =

1

a3 + a2
;

Вiдповiдь: в) якщо a = 0, то розв’язкiв немає;
якщо a = 3, то x ∈ R;
при всiх iнших значеннях параметра a, x = −1

a
;

Вiдповiдь: г) якщо a ∈ {−4,−2, 0}, то розв’язкiв немає;
якщо a = 2, то x ∈ (−∞;−2) ∪ (−2; 3) ∪ (3;+∞);

якщо a /∈ {−4;−2; 2; 0}, то x = −7a+ 8

a+ 4
.

2. Визначити, при якому значеннi параметра a рiвняння не мають
розв’язкiв:

a) (a2 + 6a+ 5)x− 2(a+ 6) = (a+ 5)x− 4; б) a2x+ 2ax+ x = 1.

Вiдповiдь: а) a = 0 i a = 5; б) a = −1.
3. Для кожного значення параметра a розв’язати нерiвностi:

a) (a− 2)x > a+ 1; б) a(a− 2)x ≥ 2− a;

в) (a2 − 4)x ≥ (a− 4)x+ 1− a; г) x− 2(a− 1)

a
<

2(x+ 1)

3a
.

Вiдповiдь: а) якщо a < 2, то x <
a+ 1

a− 2
;

якщо a = 2, то розв’язкiв немає;
якщо a > 2, то x >

a+ 1

a− 2
;

Вiдповiдь: б) якщо a ∈ (−∞; 0) ∪ (2;+∞), то x ≥ −1
a
;

якщо a = 0, то розв’язкiв немає;
якщо a = 2, то x ∈ R;
якщо a ∈ (0; 2), то x ≤ −1

a
;

Вiдповiдь: в) якщо a ∈ (−∞; 0) ∪ (1;+∞), то x ≥ −1
a
;
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якщо a = 0, то розв’язкiв немає;
якщо a = 1, то x ∈ R;
якщо a ∈ (0; 1), то x ≤ −1

a
;

Вiдповiдь: г) якщо a < 0, то x < 2;

якщо a = 0, то розв’язкiв немає;

якщо a ∈

(
0;

2

3

)
, то x > 2;

якщо a =
2

3
, то розв’язкiв немає;

якщо a >
2

3
, то x < 2.

4. Розв’язати рiвняння з параметром a:

a)

(
25

a
− a

)
x = a− 5

a
− 4; б) (a2 − 2a+ 1)x = a2 + 2a− 3;

в) (a3 − a2 − 4a+ 4)x = a− 1; г)
ax

3a− x
= 2.

Вiдповiдь: а) якщо a = 5, то x ∈ R;
якщо a = 0 i a = −5, то розв’язкiв немає;
якщо a /∈ {−5; 0; 5}, то x = −a+ 1

a+ 5
;

Вiдповiдь: б) якщо a = 1, то x ∈ R;
якщо a 6= 1, то x =

a+ 3

a− 1
.

Вiдповiдь: в) якщо a = 2 i a = −2, то x ∈ ∅;

якщо a = 1, то x ∈ R;
якщо a /∈ {−2; 1; 2}, то x =

1

a2 − 4
.

Вiдповiдь: г) якщо a = −2 i a = 0, то x ∈ ∅;

якщо a 6= −2 i a 6= 0, то x =
6a

a+ 2
.

5. Знайти всi значення параметра b, при кожному з яких розв’язок
рiвняння 6− 3b+ 4bx = 4b+ 12x менше 1.

Вiдповiдь: b ∈ (−2; 3).
6. Визначити значення параметра k, при яких коренi рiвняння

3

8x− k
=

1

kx− 2
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додатнi.

Вiдповiдь: k ∈

(
8

3
; 4

)
∪ (4; 6).

7. Знайти всi значення параметра a, при кожному з яких корiнь рiвняння
2x−28,5 = 2a(6x−1)+35 в два рази бiльше кореня рiвняння 4x+1 = 2(3−2x)

Вiдповiдь: a = −4 9

13
.

8. Розв’язати рiвняння
x− 3m

x2 − 9
− 2m+ 3

x+ 3
=

m− 5

x− 3
.

Вiдповiдь: якщо m 6= 11

3
,m 6= −5

3
,m 6= 1, то x =

8

m− 1
;

якщо m =
11

3
,m = −5

3
,m = 1, то x ∈ ∅.

9. Розв’язати нерiвнiсть (a− 2)(a− 3)x ≥ a(a− 2).

Вiдповiдь: якщо a = 2, то x ∈ R;
якщо a = 3, то x ∈ ∅;

якщо a ∈ (2; 3), то x ≤ a

a− 3
;

якщо a ∈ (−∞; 2) ∪ (3;+∞), то x ≥ a

a− 3
.

10. При яких значеннях a нерiвнiсть 3x − 2 > a − x + 4 є наслiдком
нерiвностi 2x+ a > 0?

Вiдповiдь: a ∈ (−∞;−2].
11. При яких значеннях a нерiвнiсть 2x − a + 4 < 0 є вiрною при всiх

значеннях x, що задовольняють умовi 3 ≤ x ≤ 5?

Вiдповiдь: a ∈ (14;+∞).

12. Розв’язати нерiвнiсть
3x+ 1

a2 − 1
− 2x− 1

a− 1
≤ x− 1

a+ 1
.

Вiдповiдь: якщо a ∈

(
−1; 2

3

)
∪ (1;+∞), то x ∈

[
2a+ 1

3a− 2
;+∞

)
;

якщо a ∈ (−∞;−1) ∪

(
2

3
; 1

)
, то x ∈

(
−∞;

2a+ 1

3a− 2

]
;

якщо a =
2

3
, то x ∈ R.
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13. При яких значеннях m не має розв’язкiв система рiвнянь:

a)

{
(m2 + 4)x+my = 7;

4x+ y = m?
б)

{
mx+ 3y = m2 + 1,

(3m+ 14)x+ (m+ 8)y = 5m2 + 5?

Вiдповiдь: а) m = 2; б) m = −6.
14. Визначити, при яких значеннях a має безлiч розв’язкiв система

рiвнянь {
3x+ ay = 3,

ax+ 3y = 3.

Вiдповiдь: a = 3.

15. Дослiдити систему лiнiйних рiвнянь{
a2x+ (2− a)y = −4 + a3,

ax+ (2a− 1)y = 2− 2a3.

Вiдповiдь: якщо a = −1 або a = 1, то розв’язкiв немає;
якщо a = 0, то безлiч розв’язкiв виду (c;−2), де с ∈ R;
якщо a /∈ {−1; 0; 1}, то єдиний розв’язок(
3a2 − 6

2a2 − 2
;
−2a4 − a3 + 2a+ 4

2a2 − 2

)
.

16. Визначити, при яких значеннях a для будь-якого b знайдеться хоча
б одне c таке, що система {

x+ by = ac2 + c,

bx+ 2y = c− 1

має хоча б один розв’язок.

Вiдповiдь: a ∈

[
−3
√
2 + 4

8
;
3
√
2− 4

8

]
.

17. При яких значеннях параметра a система нерiвностей{
2(3x− a) ≤ 3(4x− a) + 20,

4(a+ x) ≤ 3x+ 5
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матиме розв’язок?
Вiдповiдь: a ≤ 2.

18. При яких значеннях параметра m система нерiвностей{
4 + x > 1,

x− 5 < m− 2

має рiвно три цiлих розв’язки?
Вiдповiдь: −3 < m ≤ −2.

2.2. Квадратнi рiвняння i нерiвностi

2.2.1. Необхiднi i достатнi умови розташування коренiв

квадратного тричлена

Квадратним тричленом називають вираз ax2+ bx+ c, де a, b, c ∈ R
i a 6= 0. Графiк квадратного тричлена — парабола. Пряма x = − b

2a
— її вiсь

симетрiї. Точка (xв; yв)— вершина параболи, де xв = −
b

2a
, yв =

4ac− b2

4a
.

Число D = b2 − 4ac — дискримiнант. Абсциси точок перетину параболи з
вiссю Ox є коренями квадратного тричлена, тобто розв’язками квадратного
рiвняння

ax2 + bx+ c = 0, (2.7)

i обчислюються за допомогою формули

x1,2 =
−b±

√
D

2a
(x1 ≤ x2). (2.8)

Будь-який квадратний тричлен (квадратична функцiя) f(x) = ax2+bx+c

може бути розкладений на множники за формулою

ax2 + bx+ c = a(x− x1)(x− x2) (2.9)
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або представлений у виглядi

f(x) = a(x− xв)
2 + yв. (2.10)

Теорема 2.1 (про знак квадратичної функцiї). Нехай квадратична
функцiя має вигляд f(x) = ax2 + bx + c, де a, b, c — вирази, що залежать
вiд параметра або числа, причому a 6= 0. Тодi

I якщо D < 0, то рiвняння (2.7) не має дiйсних коренiв (парабола не
перетинає вiсь Ox) i знак f(x) при всiх x ∈ R спiвпадає зi знаком a, тобто
af(x) > 0 (параболи 3 i 5 на рис. 2.11);

Рис. 2.11

50



I якщо D = 0, то рiвняння (2.7) має один дiйсний корiнь x1 = x2 = xв

(парабола дотикається осi Ox в цiй точцi) i знак f(x) при всiх x ∈ R крiм

xв спiвпадає зi знаком a, тобто

[
af(x) > 0, при x 6= xв;
af(x) = 0, при x = xв

(параболи 2 i 6

на рис. 2.11);
I якщо D > 0 рiвняння (2.7) має два дiйсних кореня (2.8) (парабола

перетинає вiсь Ox в двох точках x1 i x2) i знак f(x) при всiх x ∈ (x1;x2)

протилежний знаку a, а при всiх x ∈ (−∞;x1) ∪ (x2; +∞) спiвпадає зi

знаком a, тобто

[
af(x) < 0, при x ∈ (x1;x2);
af(x) > 0, при x ∈ (−∞;x1) ∪ (x2; +∞)

(параболи 1 i

4 на рис. 2.11).

При розв’язуваннi рiвняння (2.7) контрольним значенням параметра є
a = 0, оскiльки в цьому випадку рiвняння стає лiнiйним.

Множина значень квадратичної функцiї f(x) = ax2 + bx+ c :

Ef = [yв; +∞) при a > 0 i Ef = (−∞; yв] при a < 0.

Якщо a > 0, то найменше значення min f(x) = yв; якщо a < 0, то
найбiльше значення max f(x) = yв.

Iснує досить великий клас задач з параметром, в яких необхiдно
враховувати обмеження на коренi квадратичної функцiї f(x) = ax2 + bx + c

(наприклад: обидва кореня бiльше −3, тiльки один корiнь належить вiдрiзку
[−5; 4] i т.д.). У таких випадках доцiльно дотримуватися наступного плану.

I Якщо дискримiнант квадратного рiвняння ax2 + bx + c = 0 є повним
квадратом, то краще знайти коренi рiвняння i далi працювати з цими
коренями (скласти вiдповiднi нерiвностi).

I Якщо дискримiнант квадратного рiвняння ax2+bx+c = 0 не є повним
квадратом, то коренi рiвняння краще не знаходити, а необхiднi обмеження
скласти у виглядi системи рацiональних нерiвностей на основi теорем про

необхiднi i достатнi умови, якi наведенi у виглядi табл. 2.1. Оскiльки всi
умови виводяться як наслiдки теореми 2.1, то немає необхiдностi будувати
параболи гiлками вниз, тому що саме формулювання теореми враховує
обидва випадки.
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Табл. 2.1. Необхiднi i достатнi умови розташування коренiв f(x) = ax2+bx+c

№
з/п

Обмеження на
розташування

коренiв
квадратичної

функцiї

f(x) = ax2 + bx+ c

Ескiз графiка
квадратичної

функцiї

f(x) = ax2 + bx+ c

Необхiдна i
достатня умова
для наведеного
розташування

графiка

Т.1. Обидва кореня бiльше
заданого числа A,

тобто x1 > A, x2 > A


D ≥ 0,

af(A) > 0,

xв > A.

Т.2. Обидва кореня
додатнi, тобто
x1 > 0, x2 > 0

З теореми Вiєта:
D ≥ 0,

x1 + x2 > 0,

x1 · x2 > 0.

Т.3. Обидва кореня не
перевищують
заданого числа B,

тобто x1 ≤ B, x2 ≤ B


D ≥ 0,

af(B) > 0,

xв < B.

Т.4. Обидва кореня
вiд’ємнi, тобто
x1 < 0, x2 < 0

З теореми Вiєта:
D ≥ 0,

x1 + x2 < 0,

x1 · x2 > 0.
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Т.5. Обидва кореня
лежать в iнтервалi
(A;B), тобто
x1,2 ∈ (A;B)


D ≥ 0,

af(A) > 0,

af(B) > 0,

A < xв < B.

Т.6. Вiдрiзок [A;B]

лежить мiж
коренями, тобто
[A;B] ∈ (x1;x2)

{
af(A) < 0,

af(B) < 0.

Т.7. Задане число A

лежить мiж
коренями, тобто
x1 < A < x2

af(A) < 0.

Т.8. Тiльки менший корiнь
входить в iнтервал
(A;B)

{
af(A) < 0,

af(B) < 0.

Т.9. Тiльки бiльший
корiнь входить в
iнтервал (A;B)

{
af(A) < 0,

af(B) > 0.

Зауваження 2.5. Немає необхiдностi запам’ятати всi наведенi у
табл. 2.1 випадки. Досить при записi необхiдних i достатнiх умов вмiти
користуватися графiчним представленням задачi.
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2.2.2. Розв’язання типових задач

Найбiльш розповсюдженим типом задач з параметрами, що пов’язанi
з квадратним тричленом, є задачi про визначення коренiв квадратного
рiвняння, коефiцiєнти якого залежать вiд параметра. При їх розв’язуваннi
використовується формула (2.8) i дослiджується дискримiнант. Окремо
необхiдно розглядати випадок, коли коефiцiєнт при x2 дорiвнює нулю i
рiвняння не є квадратним, формула (2.8) при цьому непридатна.

Для квадратичних нерiвностей, виходячи з теореми 2.1 (про знак
квадратичної функцiї), буде справедливим наступне твердження.

Нехай квадратний тричлен ax2 + bx + c з коефiцiєнтом a > 0 має
дискримiнант D. Тодi

I якщо D > 0, то
• розв’язком нерiвностi ax2 + bx + c < 0 є множина x ∈ (x1;x2), де
x1, x2 — коренi тричлена, причому x1 < x2;

• розв’язком нерiвностi ax2 + bx + c ≤ 0 є множина x ∈ [x1;x2], де
x1, x2 — коренi тричлена, причому x1 < x2;

• нерiвнiсть ax2 + bx + c > 0 має розв’язок x ∈ (−∞;x1) ∪ (x2; +∞),

де x1, x2 — коренi тричлена, причому x1 < x2;

• нерiвнiсть ax2 + bx + c ≥ 0 має розв’язок x ∈ (−∞;x1] ∪ [x2; +∞),

де x1, x2 — коренi тричлена, причому x1 < x2;

I якщо D = 0, то
• розв’язком нерiвностi ax2 + bx+ c < 0 є x ∈ ∅;

• розв’язком нерiвностi ax2 + bx + c ≤ 0 є x ∈ {xв}, де xв = − b

2a
—

вершина параболи;
• нерiвнiсть ax2 + bx + c > 0 має розв’язок x ∈ (−∞;xв) ∪ (xв; +∞),

де xв = −
b

2a
— вершина параболи;

• нерiвнiсть ax2 + bx+ c ≥ 0 має розв’язок x ∈ R;
I якщо D < 0, то для всiх x ∈ R виконується нерiвнiсть ax2+bx+c > 0.

При a < 0 множенням обох частин нерiвностi на (−1) вона приводиться
до однiєї з нерiвностей, розглянутих вище.
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При розв’язуваннi квадратичних нерiвностей з коефiцiєнтами, що
залежать вiд параметра, iнодi буває корисно використовувати метод
графiчної iнтерпретацiї. Як вже зазначалося вище, вiдповiдь задачi повинна
мiстити розв’язки для всiх значень параметра в порядку зростання його вiд
−∞ до +∞. Для компактностi вiдповiдi можливе об’єднання iнтервалiв для
параметра, на яких формули розв’язку спiвпадають.

Приклад 1. Розв’язати рiвняння з параметром x2 − 2x+ a = 0.

Розв’язання. Кiлькiсть коренiв квадратного рiвняння залежить вiд
значення дискримiнанта. Тому розв’язування задачi буде пов’язано з
аналiзом (дослiдженням) значень дискримiнанту даного рiвняння.

Отже, D = b2 − 4ac = 4− 4a = 4(1− a). Тодi за формулою (2.8) матимо

коренi x1,2 =
2± 2

√
1− a

2
= 1±

√
1− a.

Можливi такi випадки:
I D < 0⇒ 1− a < 0⇒ a > 1. У цьому випадку рiвняння не має дiйсних

коренiв.
I D = 0 ⇒ 1 − a = 0 ⇒ a = 1. У цьому випадку отримаємо один (два

рiвних) дiйсний корiнь x = 1.

I D > 0 ⇒ 1 − a > 0 ⇒ a < 1, тобто рiвняння має два рiзних дiйсних
коренi x1,2 = 1±

√
1− a.

Вiдповiдь: якщо a > 1, то розв’язкiв немає;
якщо a = 1, то x = 1;

якщо a < 1, то x1,2 = 1±
√
1− a.

Приклад 2. Для кожного дiйсного значення параметра a розв’язати
квадратне рiвняння ax2 − 2x+ 1 = 0.

Розв’язання. При a = 0 вихiдне рiвняння є лiнiйним i має вигляд
2x+ 1 = 0. У цьому випадку число x = −0,5 — його корiнь.

При a 6= 0 вихiдне рiвняння є квадратним. Його дискримiнант D =

b2 − 4ac = 4− 4a = 4(1− a).

I D < 0⇒ 1− a < 0⇒ a > 1. У цьому випадку рiвняння не має дiйсних
коренiв.

I D = 0 ⇒ 1 − a = 0 ⇒ a = 1. У цьому випадку за формулою (2.8)
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отримаємо один дiйсний корiнь x = −1.
I D > 0 ⇒ 1 − a > 0 ⇒ a < 1, тобто за формулою (2.8) рiвняння має

два рiзних дiйсних коренi x1,2 =
−1±

√
1− a

a
.

Вiдповiдь: якщо a > 1, то розв’язкiв немає;
якщо a = 1, то x = −1;
якщо a = 0, то x = −0,5;

якщо a < 1, то x1,2 =
−1±

√
1− a

a
.

Приклад 3. При яких значеннях параметра k квадратний тричлен y =

(k − 1)x2 + (k + 4)x+ k + 7 можна представити у виглядi повного квадрата?
Розв’язання. Квадратний тричлен ax2 + bx + c можна представити у

виглядi повного квадрата a(x − xв)
2 за формулою (2.10), якщо його коренi

рiвнi, тобто x1 = x2 = xв. Це можливо, коли D = 0. У даному випадку
D = (k + 4)2 − 4(k − 1)(k + 7). Розв’язуємо рiвняння:

(k + 4)2 − 4(k − 1)(k + 7) = 0⇒ k2 + 8k + 16− 4k2 − 24k + 28 = 0⇒

⇒ 3k2 + 16k − 44 = 0⇒ k1 = −
22

3
, k2 = 2.

Вiдповiдь: k1 = −
22

3
, k2 = 2.

Приклад 4. Розв’язати нерiвiсть ax2 > a.

Розв’язання. Виконаємо деякi перетворення:

ax2 > a⇔ ax2 − a > 0⇔ a(x2 − 1) > 0⇔ a(x− 1)(x+ 1) > 0.

Розглянемо три випадки.
• При a = 0 нерiвнiсть набуває вигляду 0 · x > 0, тобто розв’язкiв немає.
• При a > 0 роздiлимо обидвi частини нерiвностi на a (знак нерiвностi

при цьому зберiгається): (x−1)(x+1) > 0. Користуючись методом iнтервалiв,
побудуємо «криву знакiв» (рис. 2.12). Контрольнi точки у цьому випадку —
нули лiвої частини нашої нерiвностi, тобто x = −1, x = 1. З рис. 2.12 видно,
що нерiвнiсть виконується при x ∈ (−∞;−1) ∪ (1;+∞).

• При a < 0 роздiлимо обидвi частини нерiвностi на a, змiнивши при
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цьому знак « > » на « < » : (x− 1)(x+ 1) < 0.

Рис. 2.12

З рис. 2.12 для цього випадку матимемо, що x ∈ (−1; 1)
Вiдповiдь: якщо a = 0, то розв’язкiв немає;

якщо a > 0, то x ∈ (−∞;−1) ∪ (1;+∞);

якщо a < 0, то x ∈ (−1; 1).
Приклад 5. Розв’язати нерiвiсть x2 − 4a2 ≥ 0.

Розв’язання. Застосуємо до вихiдної нерiвностi формулу рiзницi
квадратiв: (x − 2a)(x + 2a) ≥ 0. Далi все буде залежати вiд доданкiв −2a
i 2a. Порiвняємо їх.
• Якщо −2a < 2a, то у цьому разi a > 0 i «крива знакiв» матиме вигляд,

як на рис. 2.13, звiдки x ∈ (−∞;−2a] ∪ [2a; +∞).

• При −2a > 2a параметр повинен бути вiд’ємним, тобто a < 0. «Крива
знакiв» для цього випадку побудована на рис. 2.14, звiдки x ∈ (−∞; 2a] ∪
[−2a; +∞).

Рис. 2.13 Рис. 2.14

• Якщо −2a = 2a, то це можливо тiльки при a = 0. Нерiвнiсть набуде
вигляду x2 ≥ 0, звiдки x ∈ R.

Вiдповiдь: якщо a = 0, то x ∈ R;
якщо a > 0, то x ∈ (−∞;−2a] ∪ [2a; +∞);

якщо a < 0, то x ∈ (−∞; 2a] ∪ [−2a; +∞).
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Приклад 6. Для всiх a розв’язати нерiвнiсть: x2 + ax+ 1 > 0.

Розв’язання. Обчислимо дискримiнант: D = a2 − 4.

Розглянемо наступнi випадки.
IЯкщоD < 0, тобто a2−4 < 0⇔ (a+2)(a−2) < 0⇒ a ∈ (−2; 2) («крива

знакiв» на рис. 2.15), то квадратний тричлен не має дiйсних коренiв (точок
перетину з вiссю Ox) i оскiльки коефiцiєнт при x2 додатний, то нерiвнiсть
x2+ ax+1 > 0 виконуються при будь-якому x ∈ R (парабола 3 на рис. 2.11).

Рис. 2.15

I Якщо D = 0, тобто a2 − 4 = 0 ⇔ (a + 2)(a − 2) = 0 ⇒ a = ±2, то
квадратний тричлен має один дiсний корiнь xв (парабола дотикається осi Ox

в цiй точцi) i оскiльки коефiцiєнт при x2 додатний, то нерiвнiсть x2+ax+1 > 0

виконуються при будь-якому x за виключенням xв (парабола 2 на рис. 2.11).
Отже,
• при a = −2, матимемо нерiвнiсть x2−2x+1 > 0, звiдки xв = x1 = x2 = 1

i розв’язок x ∈ (−∞; 1) ∪ (1;+∞);

• при a = 2, матимемо нерiвнiсть x2 + 2x+ 1 > 0, звiдки xв = x1 = x2 =

−1, а розв’язок x ∈ (−∞;−1) ∪ (−1;+∞).

I Якщо D > 0, тобто a2 − 4 > 0 ⇒ a ∈ (−∞;−2) ∪ (2;+∞)

(«крива знакiв» на рис. 2.15), то квадратний тричлен має два дiйсних

кореня x1,2 =
−a±

√
a2 − 4

2
(парабола перетинає вiсь Ox в цих точках —

парабола 1 на рис. 2.11) i нерiвнiсть x2 + ax + 1 > 0 виконується при

x ∈

(
−∞;

−a−
√
a2 − 4

2

)
∪

(
−a+

√
a2 − 4

2
;+∞

)
.

Для наочностi наведемо стоп-кадри рухомого графiка розв’язання цiєї
задачi (рис. 2.16).

Вiдповiдь: якщо a ∈ (−2; 2), то x ∈ R;
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якщо a = −2, то x ∈ (−∞; 1) ∪ (1;+∞);

якщо a = 2, то x ∈ (−∞;−1) ∪ (−1;+∞);

якщо a ∈ (−∞;−2) ∪ (2;+∞), то

x ∈

(
−∞;

−a−
√
a2 − 4

2

)
∪

(
−a+

√
a2 − 4

2
;+∞

)
.

Рис. 2.16

Приклад 7. Розв’язати рiвняння x2 + 2x− 8− a(x− 4) = 0.

Розв’язання. Перетворимо задане рiвняння:

x2+2x−8−a(x−4) = 0⇔ x2+2x−8−ax+4a = 0⇔ x2+(2−a)x+4a−8 = 0.

Обчислимо дискримiнант: D = (2− a)2 − 4(4a− 8) = a2 − 20a+ 36.
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Як i ранiше, перейдемо до дослiдження можливих значень
дискримiнанту.

I Якщо D < 0, то рiвняння не має дiйсних коренiв, тобто x ∈ ∅.
Визначимо значення параметра з розв’язання нерiвностi: a2 − 20a + 36 < 0,

звiдки матимемо коренi a1 = 2 i a2 = 18 i вiдповiдну «криву знакiв» на рис.
2.17. Тобто a ∈ (2; 18).

Рис. 2.17

I Якщо D = 0, тобто a2−20a+36 = 0⇔ a1 = 2 i a2 = 18, то квадратний
тричлен має один дiсний корiнь x = x1 = x2 =

a− 2

2
.

• При a = 2 отримаємо x = 0.

• При a = 18 матимемо x = 8.

I Якщо D > 0, то рiвняння має два дiйсних кореня

x1,2 =
a− 2±

√
a2 − 20a+ 36

2
.

Залишається визначити значення параметра a з розв’язання нерiвностi:
a2−20a+36 > 0, звiдки матимемо коренi a1 = 2 i a2 = 18 i вiдповiдну «криву
знакiв» на рис. 2.17. Тобто a ∈ (−∞; 2) ∪ (18;+∞).

Вiдповiдь: якщо a ∈ (2; 18), то x ∈ ∅;

якщо a = 2, то x = 0;

якщо a = 18, то x = 8;

якщо a ∈ (−∞; 2) ∪ (18;+∞), то

x1,2 =
a− 2±

√
a2 − 20a+ 36

2
.

Приклад 8. Знайти всi значення a, при кожному з яких рiвняння
ax2 − 2x + a = 0 має рiвно один корiнь. Для кожного такого a вказати цей
корiнь.

60



Розв’язання. Було б неправильно вiдразу знайти дискримiнант i
прирiвняти його до нуля. Справа в тому, що дане рiвняння не при всiх
значеннях параметра a є квадратним. Тому спочатку необхiдно дослiджувати
випадок, коли рiвняння буде лiнiйним i тiльки потiм переходити до розгляду
дискримiнанту квадратного рiвняння.

I Якщо a = 0, то рiвняння набуває вигляду−2x = 0, тобто стає лiнiйним.
Його корiнь x = 0.

I Якщо a 6= 0, то рiвняння є квадратним. Його дискримiнант D = 4−4a2

або D = 4(1 − a2) буде дорiвнювати нулю при

[
1− a = 0,

1 + a = 0
⇔

[
a1 = 1,

a2 = −1,

причому, якщо a = −1, то x = − b

2a
= −1; якщо a = 1, то x = 1.

Вiдповiдь: якщо a = 0, то x = 0;

якщо a = −1, то x = −1;
якщо a = 1, то x = 1.

Приклад 9. Знайти всi значення a, при кожному з яких рiвно один корiнь
рiвняння x2 − 2ax+ a2 − 1 = 0 належить iнтервалу (−3; 3).

Розв’язання. Спочатку знайдемо коренi заданого рiвняння:

x2 − 2ax+ a2 − 1 = 0⇒ D = 4a2 − 4(a2 − 1) = 4⇒ x1 = a− 1, x2 = a+ 1.

Зауважимо, що при будь-якому значеннi параметра a корiнь x1 < x2,

оскiльки a− 1 < a+ 1.

Тепер знайдемо всi a, при яких перший корiнь належить iнтервалу
(−3; 3). Для цього розв’яжемо нерiвнiсть −3 < a− 1 < 3, звiдки −2 < a < 4.

Далi аналогiчно визначаємо a, при яких другий корiнь належить
iнтервалу (−3; 3). У цьому разi треба розв’язати нерiвнiсть −3 < a + 1 < 3,

звiдки −4 < a < 2.

Для того, щоб тiльки один корiнь заданого рiвняння належав заданому
iнтервалу, знайденi iнтервали −2 < a < 4 (червоний колiр на рис. 2.18) i
−4 < a < 2 (синiй колiр на рис. 2.18) не повиннi перетинатися. При цьому
варто окремо розглянути випадки:
• якщо a = −2, то корiнь x1 = −3, дiйсно не належить iнтервалу (−3; 3),
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але корiнь x2 = −1, при цьому належить вказаному iнтервалу;
• якщо a = 2, то корiнь x2 = 3, дiйсно не належить iнтервалу (−3; 3), але

корiнь x1 = 1, при цьому, належить вказаному iнтервалу.

Рис. 2.18

Отже, з рис. 2.18 видно, що при a ∈ (−4;−2] ∪ [2; 4) (на цих iнтервалах
одна штриховка рiзного кольору, тобто немає перетину) рiвно один корiнь
рiвняння належить iнтервалу (-3; 3).

Вiдповiдь: a ∈ (−4;−2] ∪ [2; 4).

Приклад 10. Знайти всi значення a, при кожному з яких нерiвнiсть
x2 − (2a+ 1)x+ a2 + a− 12 ≤ 0 виконується при будь-якому x ∈ (1; 2).

Розв’язання. Знайдемо коренi квадратичної функцiї:

y = x2 − (2a+ 1)x+ a2 + a− 12⇒ D = 49⇒ x1 = a− 3, x2 = a+ 4.

Зауважимо, що при будь-якому значеннi параметра a корiнь x1 < x2,

оскiльки a− 3 < a+ 4.

З теореми 2.1 (про знак квадратичної функцiї) випливає, що
розв’язком заданої нерiвностi буде iнтервал x ∈ [a− 3; a + 4]. Вимога задачi
буде виконана, якщо iнтервал (1; 2) цiлком мiститься у вiдрiзку [a− 3; a+4].

Це означає, що необхiдно розв’язати систему{
a− 3 ≤ 1,

a+ 4 ≥ 2
⇒ −2 ≤ a ≤ 4.

Стоп-кадри анiмацiї розв’язання показанi на рис. 2.19.
Цю задачу можна ще розв’язати, користуючись теоремою T.6 з табл.2.1,

але розв’язання при цьому буде трохи складнiше.
Вiдповiдь: a ∈ [−2; 4].
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Рис. 2.19

Приклад 11. Для кожного значення параметра a розв’язати нерiвнiсть
(x+ 15)(x− 3a) < 0.

Розв’язання. Коренями квадратичної функцiї f(x) = (x + 15)(x − 3a)

є x = −15 i x = 3a. Оскiльки однозначно вказати, яке з цих чисел бiльше, а
яке — менше, ми не можемо, то розглянемо всi можливi випадки:

I якщо −15 < 3a, то a > −5 i з теореми 2.1 (про знак квадратичної
функцiї) випливає, що x ∈ (−15; 3a);
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I якщо −15 = 3a, то a = −5 i з теореми 2.1 випливає, що x ∈ ∅;

I якщо−15 > 3a, то a < −5 i з теореми 2.1 випливає, що x ∈ (3a; −15).
Вiдповiдь: якщо a > −5, то x ∈ (−15; 3a);

якщо a = −5, то x ∈ ∅;

якщо a < −5, то x ∈ (3a; −15).
Приклад 12. Для кожного значення параметра a розв’язати нерiвнiсть

ax2 − (2a+ 1)x+ 2 > 0.

Розв’язання. Передусiм зауважимо, що при a = 0 нерiвнiсть буде
лiнiйною, а при a 6= 0 — квадратною. У разi квадратної нерiвностi важливим
є знак числа a, тому що саме вiн буде визначати, куди спрямованi гiлки
параболи — графiка квадратичної функцiї y = ax2 − (2a+ 1)x+ 2, (a 6= 0).

I Якщо a = 0, то нерiвнiсть набуває вигляду 2 − x > 0, тобто стає
лiнiйною i її розв’язок x < 2.

I Якщо a 6= 0, то задана нерiвнiсть є квадратною. Коренями
квадратичної функцiї y = ax2 − (2a+ 1)x+ 2 є x1 =

1

a
i x2 = 2.

• При a < 0 гiлки параболи спрямованi вниз i x1 < x2. У цьому випадку,
вiдповiдно до теореми 2.1 (про знак квадратичної функцiї), розв’язком

нерiвностi будуть усi x ∈

(
1

a
; 2

)
.

• При а> 0 гiлки параболи спрямованi вверх, проте не можна однозначно
вказати, який корiнь квадратичної функцiї бiльше, а який менше. Необхiдно
розглянути всi можливi варiанти.

I. Якщо
1

a
< 2, то a > 0,5 i в цьому випадку x ∈

(
−∞;

1

a

)
∪ (2; +∞).

II. Якщо
1

a
= 2, то a = 0,5 i в цьому випадку x ∈ (−∞; 2) ∪ (2; +∞).

III. Якщо
1

a
> 2, то 0 < a < 0,5 i в цьому випадку x ∈ (−∞; 2) ∪(

1

a
; +∞

)
.

Ефект змiни знака параметра a, а також випадок, коли a = 0 краще
сприймається, якщо це зобразити графiчно у виглядi рухомих графiкiв
(анiмацiї) в околi точки a = 0. Стоп-кадри такої анiмацiї представленi на
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рис. 2.20 (червоний колiр — розв’язок нерiвностi, зелений — графiк заданої
квадратичної функцiї).

Рис. 2.20

Повне розв’язання цiєї задачi представленно у виглядi стоп-кадрiв на рис.
2.21.

Вiдповiдь: якщо a = 0, то x ∈ (−∞; 2);

якщо a < 0, то x ∈

(
1

a
; 2

)
;
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якщо a > 0,5 то x ∈

(
−∞;

1

a

)
∪ (2; +∞);

якщо a = 0,5 то x ∈ (−∞; 2) ∪ (2; +∞);

якщо 0 < a < 0,5 то x ∈ (−∞; 2) ∪

(
1

a
; +∞

)
.

Рис. 2.21

Приклад 13. Знайти всi значення a, при кожному з яких коренi рiвняння
x2 − 6ax+ 9a2 − 2a+ 2 = 0 бiльше числа 3.

Розв’язання. Цю задачу можна розв’язати кiлькома способами. Ми
наведемо два з них. Обидва способи, на наш погляд, рiвною мiрою мають
право на застосування.

Спосiб I. Цей спосiб грунтується на застосуваннi необхiдних i
достатнiх умов розташування коренiв квадратичної функцiї. А саме, коренi
квадратичної функцiї f(x) = x2− 6ax+9a2− 2a+2 = 0 будуть бiльше 3 при
виконаннi умов теореми Т.1 з табл. 2.1. Це означає, що необхiдно розв’язати
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систему нерiвностей


D ≥ 0,

f(3) > 0,

xв > 3.

У нашому випадку будемо мати:
36a2 − 4(9a2 − 2a+ 2) ≥ 0,

9− 18a+ 9a2 − 2a+ 2 > 0,

3a > 3

⇔


a− 1 ≥ 0,

9a2 − 20a+ 11 > 0,

a > 1

⇔

⇔


a ≥ 1,

a ∈ (−∞; 1) ∪

(
11

9
; +∞

)
,

a > 1

⇔ a >
11

9
.

Спосiб II. Знайдемо коренi заданої квадратичної функцiї:

D = 8(a− 1)⇒ x1,2 = 3a±
√
2a− 2.

Для того, щоб знайденi коренi були бiльше 3 (3 < x1 ≤ x2), достатньо
розв’язати нерiвнiсть 3a−

√
2a− 2 > 3 або

√
2a− 2 < 3a− 3. Ця нерiвнiсть

рiвносильна наступнiй системi (див. роздiл iррацiональнi нерiвностi):
2a− 2 ≥ 0,

3a− 3 > 0,

2a− 2 < (3a− 3)2
⇔


a ≥ 1,

a > 1,

9a2 − 20a+ 11 > 0

⇔ a >
11

9
.

Вiдповiдь: a ∈

(
11

9
; +∞

)
.

Приклад 14. Знайти всi значення параметра k, при яких квадратний
тричлен kx2 + (k + 1)x+ 2 має дiйснi коренi, якi належать вiдрiзку [−1; 1].

Розв’язання. Застосуємо теорему T.5 з табл. 2.1. Тодi задача зводиться
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до розв’язання системи


D ≥ 0,

kf(−1) > 0,

kf(1) > 0,

−1 < xв < 1.

Отже,


(k + 1)2 − 8k ≥ 0,

k(k + (k + 1) + 2) > 0,

k(k − (k + 1) + 2) > 0,

−1 < −k + 1

2k
< 1

⇔



k2 − 6k + 1 ≥ 0,

k > 0,

k(2k + 3) > 0,
k + 1

2k
< 1,

k + 1

2k
> −1;

⇔

⇔


k ∈ (−∞; 3− 2

√
2] ∪ [3 + 2

√
2; +∞),

k ∈ (0; +∞)

k ∈ (−∞; −1,5) ∪ (0; +∞),

k ∈ (1; +∞).

Нанесемо одержанi множини розв’язкiв кожної з нерiвностей на числову
вiсь (рис. 2.22). Розв’язком всiєї системи буде перетин iнтервалiв.

Рис. 2.22

Остаточно отримаємо k ∈ [3 + 2
√
2; +∞).

Вiдповiдь: k ∈ [3 + 2
√
2; +∞).

Приклад 15. Знайти всi значення a, при кожному з яких рiвняння
x2 + ax+ a = 0 має коренi менше числа 1.

Розв’язання. Застосуємо теорему T.3 з табл. 2.1. Тодi задача зводиться
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до розв’язання системи


D ≥ 0,

f(1) > 0,

xв < 1.

Отже,


a(a− 4) ≥ 0,

2a+ 1 > 0,

−0,5a < 1.

⇔


a ∈ (−∞; 0] ∪ [4; +∞),

a ∈ (−0,5; +∞)

a ∈ (−2; +∞).

Нанесемо одержанi множини розв’язкiв кожної з нерiвностей на числову
вiсь (рис. 2.23). Розв’язком всiєї системи буде перетин iнтервалiв.

Рис. 2.23

Остаточно отримаємо a ∈ (−0,5; 0] ∪ [4; +∞).

Вiдповiдь: a ∈ (−0,5; 0] ∪ [4; +∞).

Приклад 16. Знайти всi значення a, при кожному з яких коренi рiвняння
x2 − (2a+ 1)x+ 4− a = 0 лежать по рiзнi сторони вiд числа 3.

Розв’язання. Застосуємо теорему T.7 з табл. 2.1. Тодi задача зводиться
до розв’язання однiєї нерiвностi f(3) < 0. Отже,

9− 3(2a+ 1) + 4− a < 0⇔ −7a+ 10 < 0⇔ a >
10

7
.

Вiдповiдь: a ∈

(
10

7
; +∞

)
.

Приклад 17. При яких значеннях параметра a коренi x1 i x2 рiвняння
(3a + 2)x2 + (a− 1)x + 4a + 3 = 0 задовольняють таким умовам: x1 < −1 <

x2 < 1?
Розв’язання. Задача рiвносильна наступнiй: при яких значеннях

параметра a тiльки один (бiльший) корiнь заданого квадратного тричлена
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f(x) = (3a + 2)x2 + (a − 1)x + 4a + 3 належить iнтервалу (−1; 1), а iнший
корiнь менше −1?

Застосуємо теорему T.9 з табл. 2.1. Тодi задача зводиться до розв’язання
системи нерiвностей{

(3a+ 2)f(−1) < 0,

(3a+ 2)f(1) > 0;
⇔

{
(3a+ 2)(6a+ 6) < 0,

(3a+ 2)(8a+ 4) > 0;
⇒

⇒


a ∈

(
−1;−2

3

)
,

a ∈
(
−∞;−2

3

)
∪ (−0,5;+∞).

Нанесемо одержанi множини розв’язкiв кожної з нерiвностей на числову
вiсь (рис. 2.24). Розв’язком всiєї системи буде перетин iнтервалiв.

Рис. 2.24

Остаточно отримаємо a ∈
(
−1;−2

3

)
.

Вiдповiдь: a ∈
(
−1;−2

3

)
.

Приклад 18. Розв’язати нерiвнiсть (m− 1)x2 − 2(m + 1)x +m− 3 > 0,

де m параметр.
Розв’язання. Необхiдно дуже уважно розглянути всi можливi випадки.
1. При m = 1 нерiвнiсть стає лiнiйною i приймає вид −4x − 2 > 0. Її

розв’язком буде x < −0,5.
2. При m 6= 1 маємо квадратне рiвняння з дискримiнантом D = 6m− 2.

Перейдемо до дослiдження дискримiнанту.
2.1. Якщо D = 0, то 6m − 2 = 0 ⇔ m =

1

3
. Пiдставимо це значення до

вихiдної нерiвностi:

70



(
1

3
− 1

)
x2 − 2

(
1

3
+ 1

)
x+

1

3
− 3 > 0⇔ −2

3
x2 − 8

3
x− 8

3
> 0⇔ (x+ 2)2 < 0.

Це означає, що в цьому випадку x ∈ ∅.

2.2. Якщо D < 0, то 6m − 2 < 0 ⇔ m <
1

3
. У цьому випадку також

x ∈ ∅.

2.3. Якщо D > 0, то 6m− 2 > 0⇔ m >
1

3
. Тодi квадратний тричлен має

коренi x1,2 =
m+ 1±

√
6m− 2

m− 1
.

Звернемо увагу на те, що при переходi через значення m = 1 коефiцiєнт
при x2 змiнює знак, тобто змiнюється напрямок гiлок параболи. Тому
необхiдно розглядати два випадки.

2.3.1. Якщо m ∈

(
1

3
; 1

)
, то коефiцiєнт m − 1 < 0 i гiлки параболи

спрямованi вниз.
Впорядкуємо точки x1 i x2. Пiдставимо будь-яке значення m, з iнтервалу(

1

3
; 1

)
в x1 i x2. Наприклад, m = 0,5, тодi: x1 = −1, x2 = −5. Звiдси x2 < x1

i вiдповiдно до теореми 2.1 матимемо, що

x ∈

(
m+ 1 +

√
6m− 2

m− 1
;
m+ 1−

√
6m− 2

m− 1

)
.

2.3.2. m ∈ (1;+∞), то коефiцiєнт m− 1 > 0 i гiлки параболи спрямованi
вверх.

Впорядкуємо точки x1 i x2. Пiдставимо будь-яке значення m, з iнтервалу
m ∈ (1;+∞) в x1 i x2. Наприклад, m = 2, тодi: x1 = −0,1, x2 = 6,1. Звiдси
x1 < x2 i вiдповiдно до теореми 2.1 матимемо, що

x ∈

(
−∞;

m+ 1−
√
6m− 2

m− 1

)
∪

(
m+ 1 +

√
6m− 2

m− 1
;+∞

)
.

Вiдповiдь: m ∈

(
−∞;

1

3

]
, то розв’язкiв немає;

якщо m = 1, то x ∈ (−∞;−0,5);

якщо m ∈

(
1

3
; 1

)
, то x ∈

(
m+ 1 +

√
6m− 2

m− 1
;
m+ 1−

√
6m− 2

m− 1

)
;
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якщо m ∈ (1;+∞), то x ∈

(
m+ 1−

√
6m− 2

m− 1
;
m+ 1 +

√
6m− 2

m− 1

)
.

Приклад 19. Знайти всi значення параметра a, для яких нерiвнiсть
ax2 + (a− 1)x+ a− 3 < 0 виконується при всiх дiйсних значеннях x.

Розв’язання. Якщо a = 0 то нерiвнiсть лiнiйна −x − 3 < 0 i є
справедливою при x > −3. При a 6= 0 вихiдна нерiвнiсть є квадратичною
i, може виконуватися при всiх x ∈ R в разi, якщо гiлки параболи спрямованi
вниз i вона не перетинає вiсь абсцис. Отримуємо систему нерiвностей:{

a < 0,

D < 0;
⇔

{
a < 0,

(a− 1)2 − 4a(a− 3) < 0;
⇔

{
a < 0,

3a2 − 10a− 1 > 0;
⇔

⇔


a ∈ (−∞; 0),

a ∈

(
−∞;

5− 2
√
7

3

)
∪

(
5 + 2

√
7

3
;+∞

)
;
⇔ a ∈

(
−∞;

5− 2
√
7

3

)
.

Вiдповiдь: a ∈

(
−∞;

5− 2
√
7

3

)
.

Насамкiнець не зайвим буде ще раз звернути увагу, що перевага
використання методу графiчної iнтерпретацiї в порiвняннi з використанням
формул (2.8) полягає в тому, що метод графiчної iнтерпретацiї дозволяє
звести задачу визначення приналежностi коренiв заданому iнтервалу до
розв’язання системи рацiональних нерiвностей.

Завдання для самостiйної перевiрки знань

1. Розв’язати рiвняння з параметром a:

a) x2 = a; б) x2 = a2 − 3a− 4;

в) ax2 = 4; г) (a2 − 3a− 4)x2 = 4.

Вiдповiдь: а) якщо a < 0, то розв’язкiв немає;
якщо a = 0, то x = 0;

якщо a > 0, то x1,2 = ±
√
a;

Вiдповiдь: б) якщо a ∈ (−1; 4), то розв’язкiв немає;
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якщо a = −1 i a = 4, то x1,2 = 0;

якщо a /∈ (−1; 4), то x1,2 = ±
√
a2 − 3a− 4;

Вiдповiдь: в) якщо a ≤ 0, то розв’язкiв немає;

якщо a > 0, то x1,2 = ±
2√
a
;

Вiдповiдь: г) якщо a ∈ [−1; 4], то розв’язкiв немає;

якщо a /∈ [−1; 4], то x1,2 = ±
2√

a2 − 3a− 4
.

2. Розв’язати рiвняння з параметром a:

a) (a2 − 6a+ 5)x2 − (a− 5)x = 0; б) x2 − 2(a− 1)x+ 2a+ 1 = 0.

Вiдповiдь: а) якщо a = 5, то x ∈ R;
якщо a = 1, то x = 0;

якщо a ∈ (−∞; 1)∪(1; 5)∪(5;+∞), то x1 = 0 i x2 =
1

a− 1
;

Вiдповiдь: б) якщо a ∈ (0; 4), то то розв’язкiв немає;
якщо a = 0, то x1,2 = −1;
якщо a = 4, то x1,2 = 3;

якщо a /∈ (0; 4), то x1,2 = a− 1±
√
a2 − 4a.

3. Для кожного значення параметра a розв’язати рiвняння:

a) x2 − 2ax+ 5a− 6 = 0; б) ax2 + 2x+ 1 = 0.

Вiдповiдь: а) якщо a ∈ (2; 3), то розв’язкiв немає;
якщо a = 2, то x1,2 = 2;

якщо a = 3, то x1,2 = 3;

якщо a /∈ (2; 3), то x1,2 = a±
√
a2 − 5a+ 6;

Вiдповiдь: б) якщо a > 1, то то розв’язкiв немає;
якщо a = 0, то x1,2 = −0,5;
якщо a = 1, то x1,2 = −1;

якщо a < 0 i a ∈ (0; 1), то x1,2 =
−1±

√
1− a

a
.

4. Для кожного значення параметра a визначити, скiльки рiзних дiйсних
коренiв має рiвняння (a− 1)x2 + 2(a+ 1)x+ a− 2 = 0.

Вiдповiдь: якщо a < 0,2, то розв’язкiв немає;
якщо a = 1 i a = 0, 2, то один корiнь;
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якщо a ∈ (0,2; 1) ∪ (1;+∞), то два коренi.
5. Для кожного значення параметра a розв’язати нерiвнiсть:

a) x− 2x2 + a− 1 < 0; б) x2 − 4x+ 8a− a2 − 12 > 0;

в)
x2

a
− 2x− x

a
+ a+ 1 > 0; г) ax2 + x+ 1 < 0.

Вiдповiдь: а) якщо a =
7

8
, то x ∈ (−∞; 0,25) ∪ (0,25;+∞);

якщо a >
7

8
, то x ∈

(
−∞;

1−
√
8a− 7

4

)
∪

(
1 +
√
8a− 7

4
;+∞

)
;

якщо a <
7

8
, то x ∈ R;

Вiдповiдь: б) якщо a < 4, то x ∈ (−∞; a− 2) ∪ (6− a; +∞);

якщо a = 4, то x ∈ (−∞; 2) ∪ (2;+∞);

якщо a > 4, то x ∈ (−∞; 6− a) ∪ (a− 2;+∞);

Вiдповiдь: в) якщо a = 0, то розв’язкiв немає;
якщо a > 0, то x ∈ (−∞; a) ∪ (a+ 1;+∞);

якщо a < 0, то x ∈ (a; a+ 1);

Вiдповiдь: г) якщо a ≥ 0,25, то розв’язкiв немає;
якщо a = 0, то x ∈ (−∞;−1);

якщо a ∈ (0; 0,25), то x ∈

(
−1−

√
1− 4a

2a
;
−1 +

√
1− 4a

2a

)
;

якщо a < 0, то x ∈

(
−∞;

−1 +
√
1− 4a

2a

)
∪

(
−1−

√
1− 4a

2a
; +∞

)
.

6. Розв’язати нерiвнiсть (3k−1)x2−2(2k−1)x+2k−1 > 0, де k параметр.
Вiдповiдь: k ∈ (−∞; 0], то розв’язкiв немає;

якщо k =
1

3
, то x ∈ (0,5;+∞);

якщо k ∈

(
0;

1

3

)
, то x ∈

(
2k − 1 +

√
k − 2k2

3k − 1
;
2k − 1−

√
k − 2k2

3k − 1

)
;

якщо k ∈

(
1

3
;
1

2

)
, то x ∈

(
2k − 1−

√
k − 2k2

3k − 1
;
2k − 1 +

√
k − 2k2

3k − 1

)
;

якщо k ∈

(
1

2
;+∞

)
, то x ∈ R;
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якщо k =
1

2
, то x ∈ (−∞; 0) ∪ (0;+∞).

7. При яких значеннях параметра a рiвняння x2 − 2(a− 1)x + a + 5 = 0

має тiльки додатнi коренi?
Вiдповiдь: a ∈ (4;+∞).

8. Знайти всi дiйснi значення параметра a, при яких коренi рiвняння
x2 + x+ 2a = 0 дiйснi i бiльше a.

Вiдповiдь: a ∈ (−∞;−3).
9. Знайти всi дiйснi значення параметра b, при яких коренi рiвняння

x2 − 2bx− 1 = 0 дiйснi i не перевищують по модулю 2.

Вiдповiдь: b ∈ [−0,75; 0,75].
10. Знайти всi значення параметра a, при яких коренi рiвняння −x2 +

4x− 3a = 0 не перевищують 4.

Вiдповiдь: a ∈ [0; +∞).

11. Знайти всi значення a, при кожному з яких обидва кореня рiвняння
2x2 − (6− a)x+ 3a− a2 = 0 належать iнтервалу (0; 2].

Вiдповiдь: a ∈ [1; 3).

12. Знайти всi значення a, при кожному з яких коренi рiвняння (a+1)x2−
3ax+ 4a = 0 лежать в iнтервалi (2; 5).

Вiдповiдь: a ∈

[
−16

7
;−2

)
.

13. Знайти всi значення параметра a, при кожному з яких нерiвнiсть
x2 + 6x+ a ≥ 0 виконується для будь-якого значення x.

Вiдповiдь: a ∈ [9; +∞).

14. Знайти всi значення параметра a, при кожному з яких нерiвнiсть
ax2 + 4x+ 3a− 1 > 0 виконується для будь-якого значення x > 0.

Вiдповiдь: a ∈

[
1

3
;+∞

)
.

15. Знайти всi значення a, при кожному з яких коренi тричлена x2+(a−
12)x+ 25 належать iнтервалу (4; 8).

Вiдповiдь: a ∈

(
7

4
; 2

]
.

16. Знайти всi значення a, при кожному з яких жоден з коренiв рiвняння
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x2 − (2a+ 1)x+ a2 + a− 2 = 0 не входить в iнтервал (1; 5).

Вiдповiдь: a ∈ (−∞;−1] ∪ [6; +∞).

17. Знайдiть всi значення параметра a, при кожному з яких нерiвнiсть
ax2 + ax+ a+ 3 > 0 не має додатних розв’язкiв.

Вiдповiдь: a ∈ (−∞;−3].

2.2.3. Задачi на застосування теорем Вiєта

Багато задач, що пов’язанi з квадратним тричленом, i методи їх
розв’язування грунтуються на застосуваннi прямої й зворотної теорем Вiєта.

Теорема 2.2 (теорема Вiєта). Сума коренiв x1 i x2 квадратного
рiвняння ax2 + bx + c = 0 дорiвнює вiдношенню коефiцiєнта при x до
коефiцiєнта при x2, взятому з протилежним знаком, а добуток дорiвнює
вiдношенню вiльного члена до коефiцiєнта при x2 : x1 + x2 = −

b

a
,

x1 · x2 =
c

a
.

Теорема 2.3 (зворотна теорема Вiєта). Якщо iснують дiйснi числа
x1 i x2 такi, що x1 + x2 = −p i x1 · x2 = q, то цi числа x1 i x2 є коренями
квадратного рiвняння x2 + px+ q = 0.

До типу задач, якi передбачають застосування теорем Вiєта, вiдносяться
задачi, в яких необхiдно визначити такi значення параметра, при яких сума
або добуток коренiв квадратного тричлена дорiвнює деякому числу; сума
квадратiв або кубiв коренiв квадратного тричлена приймає найбiльше або
найменше значення; є обмеження на розташування коренiв квадратного
тричлена тощо. Зазвичай застосування теорем Вiєта значно спрощує
розв’язання.

Зауваження 2.5. Використовуючи теорему Вiєта, не можна забувати
про iснування дiйсних коренiв рiвняння, тобто про умову D ≥ 0. Якщо в
задачi мова йде про рiзнi коренi рiвняння, тодi D > 0.
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Приклад 1. При яких значеннях параметра a всi коренi рiвняння ax2 −
2(a+ 1)x+ a− 3 = 0 вiд’ємнi?

Розв’язання. При a = 0 вихiдне рiвняння набуває вигляду −2x− 3 = 0

i має корiнь x = −1,5, який задовольняє умовi задачi.
Розглянемо випадок a 6= 0. Для того, щоб обидва кореня рiвняння були

вiд’ємнi, необхiдно i достатньо виконання умов теореми Т.4 з табл. 2.1, а саме
D ≥ 0,

x1 + x2 < 0,

x1 · x2 > 0.

Застосовуючи теорему 2.2 (теорему Вiєта), запишемо цi умови у
виглядi

20a+ 4 ≥ 0,
2(a+ 1)

a
< 0,

a− 3

a
> 0

або


a ∈ [−0,2;+∞),

a ∈ (−1; 0),
a ∈ (−∞; 0) ∪ (3;+∞);

⇔ a ∈ [−0,2; 0).

Об’єднуючи випадки a = 0 i a 6= 0, отримаємо a ∈ [−0,2; 0] (рис. 2.25).

Рис. 2.25

Вiдповiдь: a ∈ [−0,2; 0].
Приклад 2. При яких значеннях параметра p вiдношення коренiв

рiвняння 2x2 + (p− 10)x+ 6 = 0 дорiвнює 12?
Розв’язання. Рiвняння має дiйснi коренi при D ≥ 0.

Нехай, наприклад, x1 = 12x2, тодi з урахуванням теореми 2.2 (теореми
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Вiєта) складемо систему


D = (p− 1)2 − 48 ≥ 0,

x1 = 12x2,

x1 + x2 = −
p− 10

2
,

x1 · x2 = 3

i розв’яжемо її:


p2 − 20p+ 52 ≥ 0,

x1 = 12x2,

13x2 = −
p− 10

2
,

12x22 = 3

⇒


p ∈ R,
x1 = ±6,

±6,5 = −p− 10

2
,

x2 = ±0,5

⇒


p ∈ R,
x1 = ±6,
p1,2 = {−3; 23},
x2 = ±0,5.

Випадок x2 = 12x1 вiдрiзняється тiльки тим, що x1 = ±0,5, x2 = ±6.
Вiдповiдь: p1 = −3, p2 = 23.

Приклад 3. Визначити, при яких значеннях параметра a сума коренiв
квадратного тричлена x2 + (2− a− a2)x− a2 = 0 дорiвнює нулю.

Розв’язання. Квадратне рiвняння має дiйснi коренi при D ≥ 0, тобто
при (2 − a − a2)2 + 4a2 ≥ 0 ⇒ a ∈ R. Тодi за теоремою 2.2 (теоремою
Вiєта) x1 + x2 = a2 + a− 2.

Сума коренiв дорiвнює нулю, якщо a2 + a − 2 = 0, тобто при a = 1 i
a = −2.

При цих значеннях a, виходячи з умови задачi, матимемо рiвняння:
x2 − 1 = 0 i x2 − 4 = 0. Звiдси x1,2 = ±1 i x1,2 = ±2, вiдповiдно. Сума
x1 + x2 = 0 в обох випадках.

Вiдповiдь: a = 1 i a = −2.
Приклад 4. При яких значеннях параметра a добуток коренiв

квадратного тричлена x2 + 2x+ (a2 − 5a+ 6) = 0 дорiвнює 2?
Розв’язання. Квадратне рiвняння має дiйснi коренi при D ≥ 0, тобто

при 4− 4(a2 − 5a+ 6) ≥ 0⇒ a2 − 5a+ 5 ≤ 0⇒ a ∈

[
5−
√
5

2
;
5 +
√
5

2

]
. Тодi

за теоремою 2.2 (теоремою Вiєта) x1 · x2 = a2 − 5a+ 6.

Добуток коренiв дорiвнює 2, якщо a2 − 5a + 6 = 2 або a2 − 5a + 4 = 0,

тобто при a = 1 i a = 4. Обидва цих значення не входять в iнтервал
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[
5−
√
5

2
;
5 +
√
5

2

]
. Це означає, що значень параметра a, при яких добуток

коренiв заданого квадратного тричлена дорiвнює 2 не iснує, тобто a ∈ ∅.

У цьому можна переконатися, якщо у вихiдному квадратному тричленi
одразу прийняти a2−5a+6 = 2 (вiдповiдно до теореми 2.2 ). Тодi рiвняння
матиме вигляд x2+2x+2 = 0 i його дискримiнант D < 0, тобто рiвняння не
має дiйсних коренiв.

Вiдповiдь: a ∈ ∅.

Приклад 5. Визначити значення параметра a, при яких сума S

квадратiв коренiв рiвняння x2 + (2 − a)x − 3 − a = 0 є найменшою? Чому
дорiвнює ця сума?

Розв’язання. Дискримiнант рiвняння D = (2− a)2 +4(3+ a) = a2 +16.

Оскiльки D > 0 при всiх значеннях a, то коренi iснують.
З теореми Вiєта випливає, що x1 + x2 = a − 2, x1 · x2 = −3 − a. Тодi

S = x21 + x22 = (x1 + x2)
2 − 2x1x2 = (a− 2)2 + 2(3 + a) = (a− 1)2 + 9.

Найменше значення суми квадратiв коренiв дорiвнює 9 i досягається при
a− 1 = 0, тобто при a = 1.

Вiдповiдь: a = 1, S = 9.

Приклад 6. Знайти всi значення параметра a, при кожному з яких сума
квадратiв коренiв рiвняння x2 + ax+ 4 = 0 дорiвнює 1.

Розв’язання. Задача зводиться до розв’язання системи

{
D ≥ 0,

x21 + x22 = 1.

Розв’яжемо цю систему з урахуванням, що x1 + x2 = −a, x1 · x2 = 4 (за
теоремою Вiєта). Отже,{

D ≥ 0,

x21 + x22 = 1;
⇔

{
a2 − 16 ≥ 0,

(x1 + x2)
2 − 2x1x2 = 1;

⇔

{
(a− 4)(a+ 4) ≥ 0,

a2 − 8 = 1;
⇔

⇔

{
(a− 4)(a+ 4) ≥ 0,

a2 = 9;
⇔

{
a ∈ (−∞;−4] ∪ [4; +∞),

a = ±3;
⇔ a ∈ ∅.

Вiдповiдь: таких значень параметра a немає.
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Приклад 7. Знайти всi значення параметра a, при яких сума кубiв рiзних
дiйсних коренiв рiвняння x2 − 3x+ 4a = 0 менше 18.

Розв’язання. Якщо задане квадратне рiвняння має дiйснi коренi x1 i x2,
то за теоремою Вiєта x1 + x2 = 3, x1 · x2 = 4a. В свою чергу, D = 9 − 16a,

а x31 + x32 = (x1 + x2)((x1 + x2)
2 − 3x1x2) = 3(9 − 12a) = 27 − 36a. Беручи

до уваги зауваження 2.5, шуканi значення параметра знаходимо з системи{
9− 16a > 0,

27− 36a < 18.
Звiдси

 a <
9

16
,

a > 0,25;
⇔ a ∈

(
0,25;

9

16

)
.

Вiдповiдь: a ∈

(
0,25;

9

16

)
.

Приклад 8. Знайти всi значення параметра a, при кожному з яких
рiвняння 3x2 − 2(a+ 3)x− a2 − 2a = 0 має коренi рiзних знакiв.

Розв’язання. Необхiдною i достатньою умовою того, що квадратне
рiвняння має коренi рiзних знакiв x1 i x2, є нерiвнiсть x1·x2 < 0. За теоремою

Вiєта маємо:
−a2 − 2a

3
< 0. До цiєї нерiвностi слiд додати умову iснування

двох дiйсних рiзних коренiв, а саме D = 4(a + 3)2 + 12(a2 + 2a) > 0. Отже,
розв’язуємо систему
−a2 − 2a

3
< 0,

4(a+ 3)2 + 12(a2 + 2a) > 0;
⇔

{
a(a+ 2) > 0,

a ∈ R;
⇔ a ∈ (−∞; −2)∪(0; +∞).

Вiдповiдь: a ∈ (−∞; −2) ∪ (0; +∞).

Приклад 9. Якими мають бути p i q, щоб рiвняння x2 + px+ q = 0 мало
коренями p i q?

Розв’язання. За умовою задачi

x1 = p, x2 = q. (2.11)

З iншого боку, за теоремою Вiєта
x1 + x2 = −p, x1 · x2 = q. (2.12)
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Пiдставляючи (2.11) до (2.12), отримаємо{
p+ q = −p,
p · q = q;

⇔

{
q = −2p,
−2p2 = −2p;

⇔

{
q = −2p,
p(p− 1) = 0;

⇔

⇔


q = −2p,[
p1 = 0,

p2 = 1;

⇔


{

p1 = 0,

q1 = 0;{
p2 = 1,

q2 = −2.

Проте отриманий результат не можна вважати остаточною вiдповiддю.
Необхiдно, щоб обов’язково виконувалася умова D ≥ 0. Перевiримо це:

D = p2 − 4q ≥ 0⇔ p2 ≥ 4q.

Обидвi пари значень p i q задовольняють останньої нерiвностi.
Вiдповiдь: p1 = 0, q1 = 0; p2 = 1, q2 = −2.
Приклад 10. Визначити число a так, щоб один з коренiв рiвняння

4x2 − 15x+ 4a3 = 0 був квадратом iншого.
Розв’язання. Спочатку визначимо значення a, при яких виконується

умова D ≥ 0 iснування коренiв квадратного рiвняння:

D = 225− 64a3 ≥ 0⇔ 64a3 ≤ 225⇔ a ≤
3
√
225

4
.

За умовою задачi x2 = x21 або x1 = x22, що те ж саме. За теоремою Вiєта x1 + x2 =
15

4
,

x1 · x2 = a3.
Пiдставимо до останньої системи x21 замiсть x2:

 x1 + x21 =
15

4
,

x1 · x21 = a3;
⇔

 x21 + x1 −
15

4
= 0,

x31 = a3;
⇔

 a2 + a− 15

4
= 0,

x1 = a.

Розв’яжемо рiвняння a2 + a− 15

4
= 0 :

a2 + a− 15

4
= 0⇔ 4a2 + 4a− 15 = 0⇒ D = 162 ⇒ a1 = −2,5, a2 = 1,5.
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Обидва значення параметра задовольнять умовi a ≤
3
√
225

4
.

Вiдповiдь: a1 = −2,5, a2 = 1,5.

Приклад 11. Знайти всi значення a, при яких сума коренiв рiвняння
x2 − 2a(x− 1)− 1 = 0 дорiвнює сумi квадратiв коренiв?

Розв’язання. Перетворимо лiву частину заданого рiвняння до
стандартного вигляду квадратного тричлена, розкриваючи дужки i
приводячи подiбнi: x2−2a(x−1)−1 = 0⇔ x2−2ax+2a−1 = 0. Дискримiнант
цього рiвняння D = 4a2 − 4(2a − 1) = 4(a − 1)2 завжди невiд’ємний, тобто
умова iснування дiйсних коренiв виконується при будь-якому a ∈ R.

За умовою задачi x21+x22 = x1+x2 або x21+x22 = (x1+x2)
2−2x1x2 = x1+x2.

Пiдставимо до останнього рiвняння x1+x2 = 2a, x1 ·x2 = 2a− 1 (з теореми
Вiєта) i розв’яжемо його:

(2a)2 − 2(2a− 1) = 2a⇔ 4a2 − 4a+ 2 = 2a⇔ 2a2 − 3a+ 1 = 0⇒

⇒D = 1⇒ a1 = 0,5, a2 = 1.

Це i є шуканi значення параметра.
Вiдповiдь: a = 0,5, a = 1.

Приклад 12. При якому значеннi параметра p коренi рiвняння
5x2 − 4(p+ 3)x+ 4 = p2 протилежнi за знаком? Знайти цi коренi.

Розв’язання. Перепишемо вихiдне рiвняння у виглядi

5x2 − 4(p+ 3)x+ 4− p2 = 0.

Його дискримiнант D = 16(p + 3)2 − 20(4 − p2) завжди невiд’ємний
(перевiрити це самостiйно), тобто умова iснування дiйсних коренiв
виконується при будь-якому a ∈ R.

За теоремою Вiєта:


x1 + x2 =

4

5
(p+ 3),

x1 · x2 =
4− p2

5
.

Пiдставимо до останньої

системи x2 = −x1 (за умовою задачi):
0 =

4

5
(p+ 3),

−x21 =
4− p2

5
;
⇔

 p = −3,

x21 =
p2 − 4

5
;
⇔

{
p = −3,
x21 = 1;

⇔

{
p = −3,
x1 = ±1.
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Вiдповiдь: при p = −3, x1 = −1, x2 = 1.

Приклад 13. Не обчислюючи коренiв рiвняння 2x2+ bx+a2 = 0, знайти

значення виразу
1

x1
+

1

x2
.

Розв’язання. Перетворимо суму
1

x1
+

1

x2
дробiв, приводячи їх до

спiльного знаменника:
1

x1
+

1

x2
=

x1 + x2
x1 · x2

. (2.13)

З теореми Вiєта випливає, що x1 + x2 = −
b

2
, x1 · x2 =

a2

2
. Пiдставимо

цей результат до правої частини (2.13):
x1 + x2
x1 · x2

= −b

2
· 2
a2

= − b

a2
.

Вiдповiдь: − b

a2
.

Приклад 14. Вiдомо, що квадратне рiвняння bx2+2(b+1)x+2b = 0 має
коренi. Не розв’язуючи рiвняння, визначити знаки коренiв.

Розв’язання. Одразу слiд зауважити, що при b = 0 вихiдне рiвняння не
є квадратним.

Для b 6= 0, в першу чергу визначимо тi значення, при яких iснують дiйснi
коренi рiвняння, тобто коли дискримiнант D ≥ 0 :

D = 4(b+1)2−8b2 = −4(b2−2b−1)⇒ b2−2b−1 ≤ 0⇒ b ∈ [1−
√
2; 1+

√
2].

Далi, з теореми Вiєта випливає:
1) x1 · x2 = 2 > 0 — це означає, що обидва кореня рiвняння одного знака;

2) x1+x2 = −
2(b+ 1)

b
— означає, що обидва кореня будуть додатнi, якщо

−2(b+ 1)

b
> 0, тобто при b ∈ (−1; 0), а обидва кореня будуть вiд’ємнi, якщо

−2(b+ 1)

b
< 0, тобто при b ∈ (−∞;−1) ∪ (0;+∞).

Залишається знайти перетин iнтервалiв [1 −
√
2; 1 +

√
2] i b ∈ (−1; 0) та

[1−
√
2; 1 +

√
2] i b ∈ (−∞;−1) ∪ (0;+∞) (рис. 2.26 i рис. 2.27, вiдповiдно).

Вiдповiдь: якщо b = 0, то рiвняння не є квадратним;
якщо b ∈ [1−

√
2; 0), то обидва кореня будуть додатнi;
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якщо b ∈ (0; 1 +
√
2], то обидва кореня будуть вiд’ємнi.

Рис. 2.26

Рис. 2.27

Приклад 15. Визначити всi значення параметра a при яких квадратне
рiвняння 3ax2+(4−6a)x+3(a−1) = 0 має коренi, i визначити знаки коренiв.

Розв’язання. При a = 0 вихiдне рiвняння не є квадратним.
При a 6= 0 дискримiнант D = (4− 6a)2 − 36a(a− 1) = 16− 12a.

Розглянемо уважно всi можливi варiанти.
1. Якщо D < 0, тобто 16− 12a < 0⇔ a >

4

3
, то розв’язкiв немає.

2. Якщо D ≥ 0, тобто a ≤ 4

3
, то рiвняння має дiйснi коренi.

Перейдемо до дослiдження знакiв коренiв заданого рiвняння. Це зручнiше
робити, використовуючи теорему Вiєта.

2.1. Коренi квадратного рiвняння будуть рiзних знакiв, якщо x1 · x2 < 0.

За теоремою Вiєта x1 · x2 =
a− 1

a
. Тодi маємо нерiвнiсть

a− 1

a
< 0, звiдки

a ∈ (0; 1).

Щоб зробити остаточний висновок про значення параметра, при яких
коренi рiвняння будуть рiзних знакiв, слiд знайти перетин iнтервалiв a ≤ 4

3
i

a ∈ (0; 1). Таким перетином буде iнтервал a ∈ (0; 1) (рис. 2.28).

2.2. Якщо x1 · x2 =
a− 1

a
> 0, тобто a ∈ (−∞; 0) ∪ (1;+∞), то коренi

квадратного рiвняння будуть одного знака. Обидва коренi додатнi, якщо
x1 + x2 > 0. За теоремою Вiєта x1 + x2 = −

4− 6a

3a
, тобто маємо нерiвнiсть
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−4− 6a

3a
> 0. Звiдси a ∈ R. Це, в свою чергу, одразу означає, що рiвняння не

буде мати двох вiд’ємних коренiв.
Для остаточної вiдповiдi за цим пунктом необхiдно знайти перетин

iнтервалiв a ≤ 4

3
i a ∈ (−∞; 0) ∪ (1;+∞) (рис. 2.29).

Рис. 2.28

Рис. 2.29

Таким чином, при a ∈ (−∞; 0) ∪

(
1;

4

3

]
рiвняння матиме два додатних

кореня.
2.3. Залишилося розглянути значення a = 1, при якому x1 ·x2 = 0, тобто

один з коренiв дорiвнює нулю.
Оскiльки в пунктi 2.2. було доведено, що x1 + x2 > 0 при будь-якому

a ∈ R, робимо висновок, що iнший корiнь рiвняння буде додатний.
Вiдповiдь: якщо a = 0, то рiвняння не є квадратним;

якщо a ∈

(
4

3
;+∞

)
, то коренiв немає;

якщо a ∈ (0; 1), то коренi рiзних знакiв;

якщо a ∈ (−∞; 0) ∪

(
1;

4

3

]
, то обидва кореня додатнi;

якщо a = 1, то один корiнь дорiвнює нулю, а iнший додатний.
Приклад 16. Скласти квадратне рiвняння з коренями

1

x1
i
1

x2
, де числа

x1, x2 — коренi рiвняння 2x2 − 7x+ 4 = 0.
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Розв’язання. Спочатку знайдемо числа x1, x2 — коренi заданого

рiвняння: 2x2 − 7x+ 4 = 0⇒ D = 17⇒ x1 =
7−
√
17

4
, x2 =

7 +
√
17

4
.

Тепер рiвняння, яке необхiдно скласти, будемо шукати, наприклад, у
виглядi

z2 + pz + q = 0, (2.14)

де p i q — коефiцiєнти, що пiдлягають визначенню, а z1 =
4

7−
√
17

,

z2 =
4

7 +
√
17

— його коренi за умовою задачi. Для визначення p i q

скористаємося теоремою 2.3 (зворотною теоремою Вiєта):

{
z1 · z2 = q,

z1 + z2 = −p;
⇔


4

7−
√
17
· 4

7 +
√
17

= q,

4

7−
√
17

+
4

7 +
√
17

= −p;

⇔


q = 0,5,

p = −7
4
.

Пiдставимо знайденi p i q до (2.14), отримаємо z2 − 7

4
z +

1

2
= 0 або

остаточно 4z2 − 7z + 2 = 0.

Вiдповiдь: 4z2 − 7z + 2 = 0.

Завдання для самостiйної перевiрки знань

1. Визначити, при яких значеннях параметра a сума коренiв квадратного
рiвняння x2 − (a2 − 5a+ 6)x− a2 + 5 = 0 дорiвнює нулю.

Вiдповiдь: a = 3.

2. Визначити, при яких значеннях параметра a добуток коренiв
квадратного рiвняння x2 − 2x+ (a2 − 5a+ 6) = 0 дорiвнює нулю.

Вiдповiдь: a = 2, a = 3.

3. Числа x1 i x2 є коренями рiвняння 3x2 − ax− b = 0. Знайти значення
виразiв: а) x21 + x22; б) x31 + x32; в) x41 + x42.

Вiдповiдь: а)
a2 + 6b

9
; б)

a3 + 9ab

27
; в)

a4 + 12a2b+ 18b2

81
.

4. Не обчислюючи коренiв рiвняння 2x2 + bx+ a2 = 0, знайти значення
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виразiв: а) x2x31 + x1x
3
2; б)

x1
x22

+
x2
x21

.

Вiдповiдь: а)
a2(b2 − 4a2)

8
; б)

6a2b− b3

2a4
.

5. Вiдомо, що квадратне рiвняння 16x2 + 16ax + 3a2 = 0 має коренi. Не
розв’язуючи рiвняння, визначити знаки коренiв.

Вiдповiдь: якщо a = 0, то x1 = x2 = 0;
якщо a ∈ (−∞; 0), то обидва кореня будуть додатнi;
якщо a ∈ (0;+∞), то обидва кореня будуть вiд’ємнi.

6. Визначити всi значення параметра a при яких квадратне рiвняння
(a− 3)x2 − 2(3a− 4)x+ 7a− 6 = 0 має коренi, i визначити знаки коренiв.

Вiдповiдь: якщо a = 3, то рiвняння не є квадратним;
якщо a ∈ (−2; 0,5), то коренiв немає;

якщо a ∈
(
6

7
; 3

)
, то коренi рiзних знакiв;

якщо a ∈ (−∞;−2] ∪
[
0,5;

6

7

)
∪ (3;+∞), то обидва кореня

додатнi;
якщо a =

6

7
, то один корiнь дорiвнює нулю, а iнший

додатний.
7. Складiть квадратне рiвняння, коренi якого були б на одиницю бiльше

коренiв квадратного рiвняння 3x2 + 6x− 10 = 0.

Вiдповiдь: 3x2 − 13 = 0.

8. Визначити всi значення параметра a, при яких квадратне рiвняння має
два дiйсних кореня x1 i x2, що задовольняють заданiй умовi, якщо:

а) x2 + 3ax+ a2 = 0 i x21 + x22 = 1,75;

б) x2 − 2a(x− 1)− 1 = 0 i x1 + x2 = x21 + x22.

Вiдповiдь: а) a = ±0,5; б) a = 0,5, a = 1.

9. При якому значеннi параметра m сума квадратiв коренiв рiвняння
x2 + (2−m)x−m− 3 = 0 найменша?

Вiдповiдь: m = 1.
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10. Визначити значення параметра a, при яких сума S квадратiв коренiв
рiвняння x2 +2ax+2a2 +4a+3 = 0 є найбiльшою? Чому дорiвнює ця сума?

Вiдповiдь: a = −3, S = 18.

11. Знайти всi значення параметра a, при кожному з яких рiвняння
x2 − ax + a − 3 = 0 має коренi рiзних знакiв, причому додатний корiнь за
модулем бiльше.

Вiдповiдь: a ∈ (0; 3).

12. Знайти всi значення a, при кожному з яких квадрат рiзницi рiзних
дiйсних коренiв тричлена ax2 − 4x+ 3a+ 1 менше 8.

Вiдповiдь: a ∈
(
−4
3
;−1

]
∪
(
4

5
; 1

)
.

13. Знайти всi значення параметра a, при кожному з яких рiвняння
x2 − (9 + a)x + 9 = 0 має два рiзнi дiйснi коренi x1 i x2, що задовольняють

нерiвностi
1

x1
+

1

x2
< 2.

Вiдповiдь: a ∈ (−∞;−15) ∪ (−3; 9).
14. Знайти всi значення параметра a, при кожному з яких рiвняння

x2 + (3 + a)x+ a− 5 = 0 має коренi рiзних знакiв, причому додатний корiнь
за модулем менше вiд’ємного.

Вiдповiдь: a ∈ (−3; 5).
15. Знайти всi значення параметра a, при кожному з яких квадратне

рiвняння ax2 + 2ax+ 9 = 0 має коренi одного знака.
Вiдповiдь: a ∈ [9; +∞).

16. Знайти всi значення параметра a, при кожному з яких рiвняння
x2 − 2(a+ 1)x+ a2 − 9 = 0 має тiльки додатнi коренi.

Вiдповiдь: a ∈ (3;+∞).

17. Знайти всi значення параметра a, при кожному з яких сума квадратiв
рiзних дiйсних коренiв квадратного тричлена x2− (a+ 2)x+ 4 не перевищує
17.

Вiдповiдь: a ∈ [−7;−6) ∪ (2; 3].

18. При якому дiйсному значеннi a сума квадратiв коренiв рiвняння
x2 + ax+ a− 2 = 0 буде найменшою?
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Вiдповiдь: a = 1.

19. При яких значеннях параметра a коренi квадратного рiвняння (a −
1)x2 + ax+ 1 = 0 вiд’ємнi?

Вiдповiдь: a ∈ (1;+∞).

20. У рiвняннi x2−4x+p = 0 знайти значення параметра p, якщо вiдомо,
що сума квадратiв його коренiв дорiвнює 14.

Вiдповiдь: p = 1.

21. При яких значеннях параметра p один з коренiв рiвняння
4x2 − (3 + 2p)x+ 2 = 0 в 8 разiв бiльше iншого?

Вiдповiдь: p = −6, p = 3.

2.2.4. Задачi, якi зводяться до дослiдження квадратного

тричлена

Приклад 1. Знайти всi можливi значення параметра a, при яких функцiя
y =
√
x2 − 2ax+ a+ 2 визначена для будь-якого дiйсного значення x.

Розв’язання. Ця функцiя визначена для будь-якого x, якщо
виконується нерiвнiсть x2 − 2ax+ a+ 2 ≥ 0. Останнє можливо тодi й тiльки
тодi, коли графiк квадратичної функцiї f(x) = x2−2ax+a+2 розташований
вище осi абсцис або дотикається її. Тобто рiвняння x2−2ax+a+2 = 0 не має
коренiв або має один корiнь (дискримiнантD ≤ 0). Отже,D = 4a2−4(a+2)⇒
a2 − a− 2 ≤ 0, звiдки випливає, що a ∈ [−1; 2].

Вiдповiдь: a ∈ [−1; 2].
Приклад 2. Знайти всi значення a, при яких рiвняння x2 + ax+ 1 = 0 i

x2 + x+ a = 0 мають хоча б один спiльний корiнь.
Розв’язання. Нехай спiльним коренем даних рiвнянь є x = k. Тодi для

визначення значень параметра a матимемо систему рiвнянь (якщо пiдставити

x = k в умову задачi)

{
k2 + ak + 1 = 0,

k2 + k + a = 0.
Звiдси, пiсля вiднiмання другого

рiвняння з першого, отримуємо: ak − k + 1 − a = 0 ⇒ k =
a− 1

a− 1
⇒ k = 1

при a 6= 1. Тобто система має розв’язки при a 6= 1. Пiдставимо в будь-яке з
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рiвнянь вихiдної системи k = 1, матимемо a = −2.
Вiдповiдь: a = −2.
Приклад 3. Знайти всi значення параметра a, при яких обидва рiвняння

x2 +
8

a
x− 2a = 0 i x2 +

6

a
x− a = 0 мають по два рiзних дiйсних кореня i мiж

коренями одного рiвняння знаходиться рiвно один корiнь iншого рiвняння
(тобто коренi перемежаються).

Розв’язання. Розглянемо спочатку дискримiнанти заданих рiвнянь.
Вони мають бути обидва додатнi, щоб рiвняння мали два дiйсних рiзних

кореня, тобто необхiдно розв’язати систему

{
D1 > 0,

D2 > 0.
Отже,


64

a2
+ 8a > 0,

36

a2
+ 4a > 0;

⇔



8 + a3

a2
> 0,

9 + a3

a2
> 0,

a 6= 0;

⇔


a > −2,
a > − 3

√
9,

a 6= 0;

⇒

{
a > −2,
a 6= 0.

Нехай тепер x1 i x2 — коренi першого рiвняння, а x3 i x4 — коренi другого.
I. Розглянемо випадок розташування коренiв, як на рис. 2.30.

Рис. 2.30

Це означає, що коли, наприклад, в y1(x) = x2+
8

a
x−2a пiдставити коренi

x3 i x4, то мають виконуватися нерiвностi

x23 +
8

a
x3 − 2a < 0 i x24 +

8

a
x4 − 2a > 0.
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Звiдси випливає, що(
x23 +

8

a
x3 − 2a

)(
x24 +

8

a
x4 − 2a

)
< 0

або пiсля розкриття дужок

x23x
2
4 +

8

a
x3x4(x3 + x4) +

64

a2
x3x4 − 2a(x23 + x24)− 16(x3 + x4) + 4a2 < 0. (2.15)

У вихiдному рiвняннi за теоремою Вiєта x3 + x4 = −
6

a
, x3x4 = −a. Тодi

x23 + x24 = (x3 + x4)
2 − 2x3x4 =

36

a2
+ 2a

i нерiвнiсть (2.15) запишеться у виглядi

a2 +
8

a
(−a)

(
−6
a

)
+

64

a2
(−a)− 2a

(
36

a2
+ 2a

)
− 16

(
−6
a

)
+ 4a2 < 0

або

a2 +
8

a
< 0⇒ a3 + 8

a
< 0.

З останньої нерiвностi з урахуванням обмежень на дискримiнанти, для
випадку I. остаточно отримаємо a ∈ (−2; 0).

II. Для випадку розташування коренiв на числовiй осi в порядку
x3, x1, x4, x2, будемо мати такий самий результат (перевiрити самостiйно).

Вiдповiдь: a ∈ (−2; 0).

Приклад 4. Знайти множину значень функцiї y =
x2 − 10x+ 7

2x2 − 1
.

Розв’язання. Якщо рiвняння

x2 − 10x+ 7

2x2 − 1
= a (2.16)

має розв’язок, то число a входить в множину значень функцiї y. З’ясуємо при
яких значеннях a рiвняння (2.16) має розв’язок.

У рiвняннi (2.16) перенесемо все в лiву частину i приведемо до спiльного
знаменника, одержимо
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x2 − 10x+ 7− a(2x2 − 1)

2x2 − 1
= 0⇔ (2a− 1)x2 + 10x− a− 7

2x2 − 1
= 0

або {
(2a− 1)x2 + 10x− a− 7 = 0,

2x2 − 1 6= 0.

Рiвняння
(2a− 1)x2 + 10x− a− 7 = 0 (2.17)

при a = 0,5 є лiнiйним i x = 0,75 — його корiнь. При a 6= 0,5 рiвняння (2.17)
є квадратним i має розв’язок, коли його дискримiнант D = 4(2a2 +13a+18)

невiд’ємний. Нерiвнiсть 2a2+13a+18 ≥ 0 має розв’язок при a ∈ (−∞;−4,5)∪
(−2;+∞).

Зауважимо, що знаменник 2x2 − 1 обертається в нуль при x1,2 = ± 1√
2
.

Цi числа не є коренями рiвняння (2.17) нi при якому значеннi параметра a.

Вiдповiдь: Ey = (−∞;−4,5) ∪ (−2;+∞).

Приклад 5. Знайти всi значення параметра a, при яких коренi рiвнянь
x2+4x+4a = 0 i x2+3x+6a = 0 не перемежаються, тобто обидва рiвняння
мають по два дiйсних рiзних кореня i мiж коренями одного рiвняння немає
жодного кореня iншого рiвняння.

Розв’язання. Щоб заданi рiвняння мали два дiйсних рiзних кореня, їх
дискримiнанти мають бути додатними, тобто необхiдно розв’язати систему{

D1 > 0,

D2 > 0.
Отже,

{
16(1− a) > 0,

9− 24a > 0;
⇔

 a < 1,

a <
3

8
;
⇒ a ∈

(
−∞;

3

8

)
.

Абсциса вершини першої параболи xв1 = −2, а другої — xв2 = −1,5.
Знайдемо абсциссу точки перетину парабол, для цього розв’яжемо

рiвняння x2 + 4x+ 4a = x2 + 3x+ 6a. Отримаємо x0 = 2a (рис. 2.31).
З рис. 2.31 випливає, що заданi рiвняння мають по два рiзних дiйсних
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коренi i цi коренi задовольняють вимогам задачi, якщо:

{
D1 > 0,

D2 > 0,

−2 < x0 < −1,5,
f1(2a) > 0,

f2(2a) > 0;

⇔


a ≤ 0,375,

−1 < a < −0,75,
4a2 + 12a > 0,

4a2 + 12a > 0;

⇔


a ∈ (−∞; 0,375),

a ∈ (−1;−0,75),
a ∈ (−∞;−3) ∪ (0;+∞).

Рис. 2.31

Нанесемо одержанi множини розв’язкiв кожної з нерiвностей на числову
вiсь (рис. 2.32). Розв’язком всiєї системи буде перетин iнтервалiв.

Рис. 2.32

Остаточно отримаємо a ∈ ∅, тобто система не має розв’язкiв i таких a не
iснує.

Розв’язання цiєї задачi можна представити також у виглядi стоп-кадрiв
на рис. 2.33.
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Рис. 2.33

Вiдповiдь: таких a не iснує.
Приклад 6. Точка A(6;−12) є вершиною параболи y(x) = ax2 + bx + c,

одна з її точок перетину з вiссю Ox має абсциссу, що дорiвнює 8. Визначити
значення коефiцiєнтiв a, b i c.

Розв’язання. Координати вершини параболи (xв; yв) задаються

формулами: xв = −
b

2a
, yв =

4ac− b2

4a
.

За умовою задачi xв = 6, yв = −12. Оскiльки yв < 0 i парабола
перетинає вiсь абсцис, то її гiлки спрямованi вверх, тобто a > 0. Крiм того,
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нам вiдомо, що y(8) = 64a+ 8b+ c = 0.

Таким чином, вихiдна задача зводиться до розв’язання системи рiвнянь
− b

2a
= 6,

4ac− b2

4a
= −12,

64a+ 8b+ c = 0;

⇔


b = −12a,
a(a− 3) = 0,

c = 32a;

⇒


b = −36,[
a = 0, але має бути a > 0,

a = 3,

c = 96.

Вiдповiдь: a = 3, b = −36, c = 96.

Приклад 7. Для кожного значення параметра a визначити число
розв’язкiв рiвняння x2 + 2x− 3 = a2 − 4a.

Розв’язання. Наведемо два способи розв’язання цiєї задачi.
Спосiб I. Перепишемо задане рiвняння у виглядi

x2 + 2x− 3− a2 + 4a = 0

i перейдемо до дослiдження його дискримiнанту D = 4(a− 2)2.

I. Квадратне рiвняння не має дiйсних розв’язкiв при D < 0. Звiдси
(a− 2)2 < 0⇒ a ∈ ∅. Тобто значень параметра a, при яких задане рiвняння
не має дiйсних розв’язкiв немає.

II. Квадратне рiвняння має один (два однакових) дiйсний розв’язок при
D = 0, тобто при a = 2.

III. Квадратне рiвняння має два рiзних дiйсних кореня при D > 0, тобто
при a 6= 2.

Спосiб II. Графiк квадратного тричлена x2 + 2x − 3, що стоїть в лiвiй
частинi даного рiвняння — парабола (рис. 2.34), з координатами вершини
(−1;−4). Оскiльки гiлки параболи спрямованi вверх, то множина значень
функцiї y(x) = x2 + 2x− 3 становить собою iнтервал [−4;+∞].

Права частина заданого рiвняння для кожного значення параметра a

становить собою сталу функцiю y = a2 − 4a. Її графiк — пряма лiнiя, що
паралельна осi Ox. Можливi три варiанти розташування параболи i прямої.

I. Пряма не має спiльних точок з параболою при y = a2 − 4a < −4.
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II. Пряма має одну спiльну точку з параболою при y = a2 − 4a = −4.
III. Пряма має двi спiльних точки з параболою при y = a2 − 4a > −4.

Рис. 2.34

Розглянемо кожен з отриманих випадкiв:
I. a2 − 4a < −4⇔ (a− 2)2 < 0 — таких a не iснує.
II. a2 − 4a = −4 ⇔ (a − 2)2 = 0 ⇔ a = 2 — вихiдне рiвняння має один

розв’язок.
III. a2 − 4a > −4 ⇔ (a− 2)2 > 0 — при всiх a 6= 2 вихiдне рiвняння має

два розв’язки.
Вiдповiдь: якщо a = 2, то рiвняння має один дiйсний розв’язок;

якщо a 6= 2, то рiвняння має два рiзних дiйсних розв’язки.
Приклад 8. Визначити знак числа c, якщо вiдомо, що квадратний

тричлен ax2+bx+c не має дiйсних коренiв i, крiм того, справедлива нерiвнiсть
a
√
63− b

√
21 + c

√
7 < 0.
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Розв’язання. Оскiльки квадратний тричлен f(x) = ax2 + bx+ c не має
дiйсних коренiв, то його графiк не має спiльних точок з вiссю абсцис (не
перетинає вiсь Ox), тобто розташований вище (гiлки параболи спрямованi
вверх) або нижче (гiлки параболи спрямованi вниз) осi Ox. Це означає, що
для всiх значень x квадратний тричлен f(x) приймає значення одного знака.
Далi визначимо цей знак.

Зауважимо, що a
√
63− b

√
21 + c

√
7 =

=
√
7(3a− b

√
3 + c) =

√
7(a(−

√
3)2 + b(−

√
3) + c) =

√
7f(−

√
3).

З умови a
√
63−b

√
21+c

√
7 < 0 випливає, що f(−

√
3) < 0, тобто f(x) < 0

при всiх значеннях x ∈ R. Отже, i f(0) < 0, але f(0) = c, тобто c < 0.

Вiдповiдь: c < 0.

Приклад 9. При яких значеннях параметра a рiвняння

x2 + (a+ 4)x+ a2 − 16 = 0 (2.18)

i
x2 + 2(a− 8)x+ a− 6 = 0 (2.19)

рiвносильнi?
Розв’язання. Для вiдповiдi на поставлене запитання скористаємося

означенням 1.1.
1. Розглянемо спочатку рiвняння (2.18)(рис. 2.35). Його коренi позначимо

x1 i x2. Обчислимо дискримiнант D = (a+ 4)2 − 4a2 + 64 = −3a2 + 8a+ 80 i
перейдемо до його дослiдження. Можливi такi випадки.

1.1. Квадратне рiвняння (2.18) має один дiйсний корiнь x = xв = −
a+ 4

2
при D = 0, тобто при 3a2 − 8a − 80 = 0. Звiдси дискримiнант останнього
рiвняння D1 = 1024 = 322 i a1 = −4, a2 =

20

3
. Тодi x1 = −a1 + 4

2
= 0 i

x2 = −
a2 + 4

2
= −16

3
.
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1.2. Квадратне рiвняння (2.18) не має дiйсних розв’язкiв при D < 0.

Звiдси −3a2 + 8a+ 80 < 0 або 3a2 − 8a− 80 > 0. Використовуючи результат,
отриманий у попередньому пунктi щодо нулiв функцiї, отримаємо розв’язок

останньої нерiвностi у виглядi a ∈ (−∞;−4) ∪
(
20

3
;+∞

)
.

1.3. Залишається випадок, коли D > 0, тобто a ∈
(
−4; 20

3

)
i рiвняння

(2.18) має два рiзних дiйсних коренi x1,2 =
−(a+ 4)±

√
−3a2 + 8a+ 80

2
.

Рис. 2.35

2. Тепер розглянемо рiвняння (2.19). Його коренi позначимо x3 i x4. Як i
ранiше, обчислимо дискримiнант D = 4(a− 8)2− 4(a− 6) = 4(a2− 17a+ 70)

i перейдемо до його дослiдження. Можливi такi випадки.
2.1. Квадратне рiвняння (2.19) має один дiйсний корiнь x = xв = 8 − a

при D = 0, тобто при a2 − 17a + 70 = 0. Звiдси дискримiнант останнього
рiвняння D1 = 9 i a1 = 7, a2 = 10. Тодi x3 = 8− a1 = 1 i x4 = 8− a2 = −2.

2.2. Квадратне рiвняння (2.19) не має дiйсних розв’язкiв при D < 0,

тобто при a2 − 17a + 70 < 0. Використовуючи результат, отриманий у
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попередньому пунктi щодо нулiв функцiї, отримаємо розв’язок останньої
нерiвностi у виглядi a ∈ (7; 10).

2.3. Залишається випадок, коли D > 0, тобто a ∈ (−∞; 7) ∪ (10;+∞) i
рiвняння (2.19) має два рiзних дiйсних коренi x3,4 = 8− a±

√
a2 − 17a+ 70.

Нанесемо результати розв’язання рiвнянь (2.18) i (2.19) на осi параметра
a (рис. 2.35).

Аналiз рис. 2.35 показує, що при a ∈ (7; 10) рiвняння рiвносильнi,
оскiльки обидва не мають коренiв.

Вiдповiдь: a ∈ (7; 10).

Приклад 10. Знайти всi значення параметра a, при кожному з яких
нерiвнiсть ax2 + ax+ a+ 3 > 0 не має додатних розв’язкiв.

Розв’язання. При a = 0 нерiвнiсть набуде вигляду 3 > 0, що вiрно при
будь-якому x.

При a 6= 0 розглянемо квадратичную функцiю f(x) = ax2 + ax + a + 3.

Легко помiтити, що при a > 0 (гiлки параболи спрямованi вверх) нерiвнiсть
має додатнi розв’язки. При a < 0 (гiлки параболи спрямованi вниз) задана
нерiвнiсть не має додатних розв’язкiв в двох випадках:

1) квадратична функцiя f(x) = ax2 + ax + a + 3 не має коренiв, тобто
парабола не перетинає вiсь Ox;

2) коренi квадратичної функцiї не перевищують 0.

Розглянемо цi випадки окремо.
1) квадратична функцiя f(x) = ax2 + ax + a + 3 не має коренiв, якщо

D < 0, тобто при −3a2− 12a < 0⇔ a ∈ (−∞;−4)∪ (0;+∞). З урахуванням
того, що a < 0 отримаємо a ∈ (−∞;−4).

2) скористаємося теоремою T.3 з табл. 2.1. Тодi задача зводиться до

розв’язання системи


D ≥ 0,

af(0) ≥ 0,

xв ≤ 0.

Отже, з урахуванням того, що a < 0
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отримаємо



−3a2 − 12a ≥ 0,

a+ 3 ≤ 0,

− a

2a
≤ 0,

a < 0;

⇔


a ∈ [−4; 0],
a ∈ (−∞;−3],
a 6= 0,

a < 0;

⇔ a ∈ [−4;−3].

Об’єднуючи розв’язки для випадкiв 1) i 2), отримаємо a ∈ (−∞;−3].
Вiдповiдь: a ∈ (−∞;−3].
Приклад 11. Знайти найменше значення x, при якому iснують числа y

i z такi, що виконується рiвнiсть x2 + 2y2 + z2 + xy − xz − yz = 1.

Розв’язання. Розглянемо задану рiвнiсть як квадратне рiвняння
вiдносно змiнної z

z2 − (x+ y)z + x2 + 2y2 + xy − 1 = 0, (2.20)

де змiннi x i y є параметрами.
Рiвняння (2.20) має розв’язок, якщо його дискримiнант невiд’ємний,

тобто D ≥ 0⇔ −3x2 − 7y2 − 2xy + 4 ≥ 0.

Розглянемо останню нерiвнiсть як квадратну вiдносно змiнної y

7y2 + 2xy + 3x2 − 4 ≤ 0, (2.21)

де змiнна x є параметром.
У свою чергу, нерiвнiсть (2.21) має розв’язок, якщо її дискримiнант

невiд’ємний, тобто 112− 80x2 ≥ 0⇔ 1,4 ≥ x2 ⇔ −
√
1,4 ≤ x ≤

√
1,4.

Найменше значення x, при якому iснує розв’язок y нерiвностi (2.21) i
розв’язок z рiвняння (2.21), дорiвнює (−

√
1,4). Отже, (−

√
1,4) — найменше

значення x, що задовольняє умовi задачi.
Вiдповiдь: xнайм = −

√
1,4.

Приклад 12. Скiльки коренiв бiльше (−1) в залежностi вiд a має
рiвняння x2 + (2a+ 6)x+ 4a+ 12 = 0?

Розв’язання. Розглянемо спочатку умови iснування одного кореня на
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iнтервалi x ∈ (−1;∞). Можливi випадки (I) або (II) (рис. 2.36).

Рис. 2.36

Тодi прийдемо до сукупностi

[
(I),

(II).
Або, скориставшись теоремами T.1

i T.7 з табл. 2.1, для нашої задачi, матимемо
{

D = 0,

xв > −1,
f(−1) ≤ 0;

⇔


{

(2a+ 6)2 − 4(4a+ 12) = 0,

−(a+ 3) > −1,
1− (2a+ 6) + 4a+ 12 ≤ 0;

⇔

⇔


{

a2 + 2a− 3 = 0,

a+ 3 < 1,

2a+ 7 ≤ 0;

⇔



[
a = −3,
a = 1,

a < −2,
a ≤ −3,5.

Розв’язком вихiдної системи буде множина a ∈ (−∞;−3,5] ∪ {−3} (рис.
2.37).

Рис. 2.37

Розглянемо тепер умови iснування двох коренiв на x ∈ (−1;∞). У цьому
випадку знову скористаємося теоремою T.1 з табл. 2.1, отримаємо
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
D > 0,

f(−1) > 0,

xв > −1;
⇔


a2 + 2a− 3 > 0,

2a+ 7 > 0,

a+ 3 < 1;

⇔


a ∈ (−∞;−3) ∪ (1;+∞),

a ∈ (−3,5;+∞),

a ∈ (−∞;−2).

Нанесемо отриманi iнтервали на вiсь параметра a i знайдемо їх перетин
(рис. 2.38).

Рис. 2.38

Остаточно отримаємо a ∈ (−3,5;−3).
Розв’язання цiєї задачi можна продемонструвати у виглядi стоп-кадрiв

на рис. 2.39.

Рис. 2.39
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Вiдповiдь: якщо a ∈ (−∞;−3,5] ∪ {−3}, то один корiнь;
якщо a ∈ (−3,5;−3), то два коренi;
при рештi a — коренiв немає.

Завдання для самостiйної перевiрки знань

1. При яких значеннях параметра a рiвняння 2x2 − 6x + a + 2 = 0 i
3x2 + 2x− 3− a = 0 мають хоча б один спiльний корiнь?

Вiдповiдь: a = 2, a = −82
25

.

2. При яких значеннях параметра a нерiвностi x2 + 6x − 7 < 0 i
(6a− 5)x2 − 5(a− 1)x+ 2a− 6 > 0 мають хоча б один спiльний розв’язок?

Вiдповiдь: a ∈
(
−7 +

√
45

2
;−4 +

√
12

)
.

3. Знайти множину значень функцiй:

a) y =
x2 + x+ 1

2x2 − x− 1
; б) y =

x2 − x+ 1

2x2 + x− 1
.

Вiдповiдь: а) a ∈ (−∞;−1] ∪
[
1

3
;+∞

)
; б) a ∈ (−∞;−1) ∪ (0;+∞).

4. Знайти всi значення параметра a, при кожному з яких нерiвнiсть
2x2 + 2x+ 3

x2 + x+ 1
≤ a виконується для всiх дiйсних значень x.

Вiдповiдь: a ∈
[
10

3
;+∞

)
.

5. Сформульовано наступнi два твердження:
а) рiвняння ax−

√
x+ 1 = 0 має рiвно один розв’язок;

б) нерiвнiсть x2 − 8ax+ 1 ≤ 0 має хоча б один розв’язок.
Визначити всi значення параметра a, при кожному з яких обидва

твердження справедливi.
Вiдповiдь: a ∈ (−∞;−0,25] ∪ {0,25}.
6. При яких значеннях параметра a коренi рiвнянь x2 + 3x + 2a = 0 i

x2 + 6x+ 5a = 0 перемежаються?
Вiдповiдь: a ∈ (0; 1).
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7. При яких значеннях параметра a рiвняння

x2 +
3x

a
+ 2a = 0 i x2 +

12x

a
− a = 0

мають по два кореня i мiж коренями одного рiвняння немає жодного кореня
iншого рiвняння?

Вiдповiдь: a ∈ (− 3
√
36;−3) ∪

(
0; 3

√
9

8

)
.
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